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３章 関数 

3.1 関数とは 

 関数とは、ある変数の値を決めるとその値が決まるものを言います。 

y = f(x)

x

y

x’
 

図 3-1 １変数関数 

図 3-1 の関数 )(xfy   は 1 変数の関数で、 xの値から y の値が決まります。逆に y の値

から xの値は一意的には決まりませんので、関数とはなりません。 

 2変数の関数 ),( 21 xxfy   は、図 3-2のように曲面によって表わされます。 

(x1, x2)

y

x2

x1

 

図 3-2 ２変数関数 

3.2 １次関数と２次関数 

 ここでは、１次関数と２次関数について簡単に見ておきましょう。 

１次関数 

 一般の１次関数は以下の形で表されます。 

y ax b   

図 3-3に見るように係数aは直線の傾き、係数b は y 軸との交点を表します。y 軸との交点

は 0x として by  、 x軸との交点は 0 baxy として abx / のように求められま

す。 
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図 3-3 １次関数 

２次関数  

 一般の２次関数は以下の形で表されます。 

y ax bx c  2
 )0( a  

細かいことは微分のところでも学びますので、ここでは知識の整理をしておきます。 

 y 軸との交点は 0x として cy  、 x軸との交点は 02  cbxaxy として、2 次方

程式の解の公式として知られる式が求められます。 

a

acbb
x

2

42 
      (3.1) 

少し厄介ですが、これを簡単に証明しておきましょう。以下の変形を考えます。 
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0a の場合、[ ]の中が 
2

2
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4
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acb
abx


  とならなければなりません。さらに、こ

の両辺の平方根をとって 
a

acb
abx

2

4
2

2 
 となり、解の公式が求まります。 

 

次に２次関数の係数とグラフの関係を見ておきましょう。 
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  図 3-4a     図 3-4b      図 3-4c 
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   図 3-4d     図 3-4e       図 3-4f 

図 3-4の a, b, cのようにグラフが上向きに開いている場合は 0a で、d, e, fのように下向

きに開いている場合は 0a です。また、a, d のようにグラフが x軸と交叉している場合は、

解の公式で 042  acb  で、２つの実数解となり、b, eのようにグラフが x軸に接してい

る場合は 042  acb  で１つの実数解（重根）となります。c, fのように 042  acb  の

場合は解の公式の平方根の中が負になり、実数解はなく複素数の解になります。２次曲線の

グラフに関する認識はこの程度でよいと思います。 

 ２次関数の頂点の座標は、解の公式の変形を少し進めて、 

 abcabxay 4)2( 22   

とし、 abx 2 のとき， abcy 42 を得ます。これは、上式の
2)2( abx  の部分が

abx 2 のとき、最小値 0を取ることから分かります。 

 これまでの知識の復習になったでしょうか。 

 

3.3 指数関数 

3.3.1 指数の性質 

 ここでは一般に xa で表される指数関数の規則や性質について、見て行きたいと思います。

まず一般的な指数計算の規則を考えましょう。 

1) a a am n m n  
 

 以下の計算を考えてください。 

2 2 2 4 8 2

2 2 4 8 32 2

1 2 3

2 3 5

    

    
 

これらから、ひとつの規則が推測されます。それは、以下のような関係です。 

 a a am n m n  
 

これは、 nm, が自然数（1, 2, 3, …）の場合に成り立ったものですが、これがすべての数に

拡張できると考えることにしましょう。 

2) a0 1  

 次の例を見て下さい。計算は 1) のルールに従いました。 

33030 2222  
 ゆえに、 120   

同様に考えるとすべての正の数aに対して上の計算は成り立ちます。即ち、1)のルールに従

うと以下のように考えるのが自然です。 

a0 1  
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3) nn aa /1  

 次の例は指数が負の数の場合です。計算は 1)と 2)のルールに従っています。 

  12222 03333  
 ゆえに、

3

3

2

1
2 

 

これから、負の指数の場合は正にして分母に移ることが分かりました。一般に以下のような

規則が導かれます。 

a
a

n

n

 
1

 

4) ( )a am n m n 
 

 最後に 1)のルールから離れて、以下の計算を見てみましょう。 

  ( )2 2 2 2 2 22 3 2 2 2 2 2 2 6     
 

これから一般に以下のルールになることが分かります。 

( )a am n m n 
 

このルールも一般の数に拡張します。これを使うと 22)2( 122/1  となり、2乗して 2に

なることから、 22 2/1  であることになります。 

 以下に公式をまとめておきましょう。 

公式 

 1) a a am n m n  
 

 2) a0 1  

 3) a
a

n

n

 
1

 

 4) ( )a am n m n 
      (3.2) 

 

問題 

 以下の値を求めよ。 

 1) 
32

  2) 
3/127   3) 

2/39   4) 
4/316
 

解答 

 1) 
8

1
  2) 3   3) 27   4) 

8

1
 

 

3.3.2 指数関数のグラフ 

 指数の計算法が分かったので、次はグラフを考えてみたいと思います。 

図 3.5aは y x 2 のグラフで、図 3.5bは
xy )2/1( のグラフです。各整数の xの値に対する

y の値を求めて滑らかにつないで見て下さい。 
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図 3-5a         図 3-5b 

 

 左右のグラフは y 軸に対して対称的になっています。これは、
xxy  2)2/1( の関係か

ら、 xを x とすることに相当しているからです。 

 さて、
xay  について、xがすべての実数の範囲を取ることから、aについては 0a で

なければなりません（例えば
2/1)2( では実数になりません）。また、 y については 0y と

なることになります。指数関数は、変数域（ xの範囲）がすべての実数で、値域（ y の範

囲）が正の実数となる関数です。 

 

問題 

 以下のグラフについて、 321 ,,,1,0 aaa の大きさを比較せよ。 

 y = a1
x

 y = a2
x y = a3

x

 

解答 

 グラフの傾きより、 213 10 aaa  となる。 

 

3.4 対数関数 

3.4.1 対数の性質 

1) y x x aa

y  log  

以下の例を見て下さい。左側は普通の指数の関係ですが、これを逆の立場で見たものが対

数です。 

  38l o g82 2

3   
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  481log813 3

4   

即ち、
32 が8であることを、8は 2の何乗であるかと言っているのが 8log2

の表式です。

このように対数は指数の見方を変えたもので、logという記号で「難しいもの」などと惑わ

されてはいけません。ここで 8log2 の下に付いた 2を対数の
てい

底といいます。上の関係を文字

で一般的に表したものが以下の関係です。 

yxxa a

y  log  

これを書き換えて、最初の定義としましょう。 

 
y

a axxy  log  

 ここで対数関数は指数関数の逆関数になっていることに注意して下さい。つまり、指数と

対数は xと y を入れ替えたような関係にあります。指数のところでも述べましたが、対数

の底aについては 0a 、変数 xについても 0x であることを忘れないで下さい。 

 

2) loga a  1 

 これは 1)の定義を応用した簡単な例ですが、覚えておくと結構役に立つ公式です。 

1log1  aaa a  

 

3) log loga

n

ax n x  

 この公式は非常に重要なものです。以下の式は 1)の定義を利用しています。 

yxxa n

a

ny  log  

上の式の左側を書き換えると、 xa ny / ですが、これに 1)の定義を利用すると以下の関係

も成り立ちます。 

n

y
xxa a

ny  log/
 

それゆえ上下の式を比較して以下の関係を得ます。 

xnxy a

n

a loglog   

 

4) log log loga a axy x y   

 この公式もよく使われます。1)の定義を利用して以下のような関係を示しておきます。 

xpax a

p log  

yqay a

q log  

左側の式で xyを作り、対数をとります。 

qp

a

qp

aa aaaxy  logloglog  

これに 3)と 2)の関係を使って、以下を得ます。 

qpaqp a  log)(  

さらに、 p と qに最初の右側の式を代入すると以下のようになります。 

yx aa loglog   
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これを整理すると、次の公式が得られます。 

 log log loga a axy x y   

 

5) a xa xlog   

この関係はそれほど重要ではありませんが、微分などで利用すると便利なので示しておき

ます。まず 1)の定義を利用して、以下の式を与えます。 

xyxa a

y log  

この関係を用いると、以下のように計算されます。 

xaa yxa 
log

 

 

6) log
log

log
a

b

b

x
x

a
  

 この公式は対数の底の変換として重要な関係です。5)と 3)の関係を用いると以下のよう

な変形が可能です。 

axax ba

x

bb
a loglogloglog

log
  

これから、以下の関係を得ます。 

a

x
x

b

b
a

log

log
log   

これは、対数の底aを任意の底b に変換する公式になっています。 

 ここに、対数に関する公式をまとめておきましょう。対数の関係は直感的に理解しづらく

覚えにくいようです。 

公式 

 1) y x x aa

y  log  

 2) loga a  1 

 3) log loga

n

ax n x  

 4) log log loga a axy x y   

 5) a xa xlog   

 6) log
log

log
a

b

b

x
x

a
       (3.3) 

 

問題 

 以下の値を求めよ。 

1) 8log2   2) 
9

1
log3   3) 8log 2/1  

4) 2log2   5) 
4log55    6) 

2log33


 

7) 9log4log 66   8) 8log4  
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解答 

 1) 3 2) -2 3) -3 4) 1/2 5) 4 6) 1/2 7) 2 8) 3/2 

 

3.4.2 対数関数のグラフ 

 対数関数について２つのグラフを描いてみましょう。左は y x log2 のグラフで、右は

xy 2/1log のグラフです。 
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    図 3-6a xy 2log     図 3-6b xy 21log  

 

 ここでは、底aの値によってグラフの傾きが変わっています。一般に 1a の場合は図 3-6a

のように右上がり、 10  a の場合は図 3-6b のように右下がりとなります。また、 

 xxxy 2222/1 log2/1logloglog   

より、２つのグラフは x軸を対称軸として対称になっています。 

 さて、 xy alog について、定義のところで見たようにaについては 0a でなければな

りません。また、 xについては 0x であり、 y はすべての実数の範囲を取ることになりま

す。これは、変数域（ xの範囲）が正の実数で、値域（ y の範囲）がすべての実数となる

関数です。 

 

3.4.3 指数関数と対数関数のグラフの関係 

指数関数
xay  と対数関数 xy alog はお互いに逆関数の関係にあります。即ち、xと y

を入れ替えた関係にあります。 

 xyaxyxay a

y

yxa

x loglog  


 

それゆえ、グラフとしても図 3-7 のように、 xy  の直線を軸にして対称な関係になりま

す。 
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図 3-7 指数関数と対数関数の関係 

 

3.5 三角関数 

3.5.1 角度の単位 

 三角関数の話を始める前に、ラジアンと呼ばれる角度の測り方について話します。 

 図 3-8の左は角度ラジアンの定義です。この角度の測り方は弧の長さと半径との関係を利

用するものです。即ち、角度＝弧の長さ÷半径、で与えられます。円周率を として、半

径 rの円の円周は r2 で与えられますから、一周 360°は 2 で表わされます。これが基本

になり、図 3-8 の右のような、度とラジアンの関係が得られます。主な角度としては、

6/30  ， 4/45  ， 3/60  等で与えられます。特に後に述べる微分に関する三角

関数の表記はこのラジアンが単位になっています。 



r

r

  

0=0

360=2

90=/2

180=

270=3/2
 

図 3-8 ラジアンによる角度表現 

 

3.5.2 三角関数とは 

 次に三角関数の定義を見てみましょう。図 3-9のように原点を中心とした半径 rの円を考

えます。 
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図 3-9 三角関数の定義 

円上の点の座標を ),( yx 、x軸の正の向きとの角度を として、三角関数を以下のように定

義します。 






cos

sin
tan,cos,sin 

rx

ry

x

y

r

x

r

y
  (3.4) 

 

三角関数と符号 

 三角関数は角度によって正負の値をとります。これは、座標値 yx, の符号によって決ま

っています。図 3-10 に各関数の各象限における符号を示します。 

 例えば、 ry /sin  より、 sin の符号は 0y である第 1象限と第 2象限で正、 0y で

ある第 3象限と第 4象限で負です。他の関数も確認して下さい。 

     s i n      c o s     t a n  

＋　　＋

－　　－

 

－　　＋

－　　＋

 

－　　＋

＋　　－

 

図 3-10 三角関数と符号 

 

三角関数の代表的な値 

 三角関数の計算に使われる代表的な角度について、表 3-1に値をまとめておきます。よく

使われるのは )30(6/  ， )45(4/  ， )60(3/  等です。これらは三角定規で表わされて

いる角度で、各辺の長さが以下のように表わされることから計算されます。 

30°

60°

1

45°

45°

2

√

√
1

2

3

1

 

図 3-11 辺の長さと角度 
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その他の角度については上の関係と三角関数の定義(3.4)から求まります。また、 2/  ，

2/3  のときの tan の値は分母が 0になることから求まりません。 

表 3-1 三角関数の代表的な値 

 0 /6 /4 /3 /2 3/4  5/4 3/2 7/4 2 

sin 0 2
1  

2
1  

2
3  1 2

1  0 2
1  -1 2

1  0 

cos 1 2
3  2

1  
2

1  0 2
1  -1 2

1  0 2
1  1 

tan 0 3
1  1 3   -1 0 1  -1 0 

 

問題 

 表 3-1の三角関数の値について確認せよ。 

解答 

 省略 

 

三角関数のグラフ 

 図 3-12a,b,cに三角関数のグラフを表示しておきます。特に xy sin と xy cos が 2 だ

けずれていることに注意して下さい。 

0 π/2 π 3π/2 2π 5π/2 3π

1

7π/2 4π

-1

 

図 3-12a xy sin のグラフ 

0 π/2 π 3π/2 2π 5π/2 3π

1

7π/2 4π

-1

 

図 3-12b xy cos のグラフ 
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0 π/2 π 3π/2 2π 5π/2 3π 7π/2 4π

-4

4

 

図 3-12c xy tan のグラフ 

 

3.5.3 三角関数の基本的な公式 

 ここでは三角関数の値に関する最も基本的な公式を説明します。公式を鵜呑みにするので

はなく、その意味を十分考えて下さい。 

 最初は最もよく知られた関係式です。sin 関数とcos関数の定義から以下の関係を得ます。 

 1cossin
2

2

2

22
22 




r

r

r

yx
     (3.5) 

 角度の符号を変えることは、 yy  と変えることです。これを用いると以下の関係が得

られます。 

 sin)sin( 



r

y
 

 cos)cos( 
r

x
 









 tan

cos

sin

)cos(

)sin(
)tan( 







    (3.6) 

 次に、   とすることは、 xx  とすることです。それ故、以下の関係が示され

ます。 

  sin)sin( 
r

y
 

 cos)cos( 



r

x
 

 tan)tan(       (3.7) 

また、   とすることは、同時に yyxx  , とすることに相当しますので、以

下の関係も求まります。 

  sin)sin( 



r

y
 

 cos)cos( 



r

x
， 

 tan)tan(       (3.8) 



 3-13 

最後に、   2 とすることは、xと y を入れ換えることに相当しています。それ故、

以下の関係が得られます。 

 cos)2sin( 
r

x
 

 sin)2cos( 
r

y
 

 









tan

1

sin

cos

)2cos(

)2sin(
)2tan( 




    (3.9) 

 以上の関係は覚えておけばそれに越したことはありませんが、その意味からいつでも導け

るようになっておくことが重要です。 

 

3.5.4 加法定理 [Skip OK] 

 ここでは、三角関数の中で多少厄介な加法定理について述べます。加法定理とは２つの角

度を足し合わせた場合、三角関数の値が元の角度とどのような関係にあるのかを示す定理で

す。 

 図 3-13は加法定理を図的に証明しようとしたものです。 
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図 3-13 加法定理 

さて、直線 OAの距離を 1OA  としますと、求めるべきものは以下となります。 

AE)sin(   ， OE)cos(    

ここで、次の関係を見てみましょう。 

  sincoscossinsinOBcosABDEADAE   

  sinsincoscossinABcosOBECOCOE   

これより、sinとcosに対する加法定理が示されました。 

  sincoscossin)sin(     (3.10a) 

  sinsincoscos)cos(     (3.10b) 

tangent関数に対する加法定理はその定義と上の関係から、以下のように導かれます。 
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)cos(
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
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
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最後の式の分母分子を  coscos で割って、  tancos/sin  等を用いると以下を得ま

す。 

 





tantan1

tantan
)tan(




     (3.10c) 

 

問題 

 12/54/6/   ， 12/6/4/   の関係を利用して、 12/5 ， 12/ のときの

三角関数の値を求めよ。 

解答 
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倍角と半角の公式 

 加法定理で、   とすると、以下の倍角の公式が求まります。 

  cossin22sin   

  22 sincos2cos   

 





2tan1

tan2
2tan


      (3.11) 

 半角の公式を求めるには、上の２番目の関係で 2/  としたものを以下のように書き

換えます。 

2sin21

12cos2

2sin2coscos

2

2

22













 

ここに、 12cos2sin 22   の関係を用いています。これらより、以下の公式が求めら

れます。 
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cos1

2
sin2  
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cos1

2
cos2  

    (3.12) 

 


