
 

 

 

 

 

 

 

 

College Analysis レファレンスマニュアル 

－ 基本統計 － 

 

 

  



目次 

１．概要 .......................................................................................................................... 1 

２．質的データの集計 .................................................................................................... 3 

３．量的データの集計 .................................................................................................... 6 

４．質的データの検定 .................................................................................................. 10 

５．量的データの検定 .................................................................................................. 16 

６．相関係数と回帰分析 ............................................................................................... 26 

７．トレンドの検定 ...................................................................................................... 34 

８．標本数の決定 .......................................................................................................... 37 

９．区間推定 ................................................................................................................. 38 

１０．２次元グラフ ...................................................................................................... 41 

１１．３次元グラフ ...................................................................................................... 47 

１２．統計ユーティリティ ........................................................................................... 49 

１３．ＭＣＭＣ乱数発生 ............................................................................................... 53 

１４．分布の検定 .......................................................................................................... 64 

１５．自由記述集計 ...................................................................................................... 76 

１６．検定の効率化 ...................................................................................................... 80 

１７．層別分割表の検定 ............................................................................................... 85 

 

 

 



概要／基本統計 

1 

 

１．概要 

統計処理ソフトウェアは、様々な機関で、人力と時間をかけて、数え切れないほど多く作成されて

おり、個人が作るものにはおのずと限界がある。しかし、統合的な教育プログラムを作るという立場

からは避けて通れない道であり、その際ある種の独自性を打ち出す必要もある。 

統計処理プログラムは一般に個々の分析プログラムの集合体となっており、ユーザーは必要に応じ

てそれらを選択して使い分ける。しかし、統計に不慣れな初心者にとってはどの分析をどのように利

用するか、その判断こそが最も難しい。しかし、自分が行おうとする分析の位置付けが明確に示され、

その指針がプログラム中にあれば、判断の手助けとなり、安心感を持って分析が実行できるに違いな

い。特に統計学の講義を受講している学生にとっては、このガイドラインが必要であろう。 

分析の位置付けを明らかにするという考え方は主に検定手続きの中で実現されている。検定の体系

（異論のある方もおられるかも知れないが）を図式化したメニューをダイアログボックスとして示し、

その中から自分の利用する分析手法を選択する。この考え方は特に目新しいものではないが、必ずや

学習の手助けになるものと信じる。 

このシステム中で利用できる統計処理手法は、「２次元グラフ」、「３次元グラフ」、「分布と確率」、

「密度関数グラフ」、「量から質変換」、「データ標準化」、の統計処理に関するユーティリティと、「質

的データの集計」、「量的データの集計」、「質的データの検定」、「量的データの検定」、「相関係数と回

帰分析」、「トレンドの検定」、「標本数の決定」、「区間推定」、という集計と検定、に分けられている。

また、「質的データの検定」と「量的データの検定」は、さらに細かい具体的な分析手法に分かれて

いる。 

欠損値データの処理方法、有意水準の指定と片側・両側検定の区別、エディタからの変数の選択に

ついては、共通の設定項目としてコマンドボタンにより各分析から簡単に設定できるようになってい

る。これらには適当なデフォルト値が与えられ、初心者でも分析に不都合が生じないようになってい

る。ここではまず、集計と検定から話を始め、次に統計処理に関するユーティリティに進んで行く。 

具体的な統計分析について説明を始める前に、欠損値の処理、有意水準の設定、エディタ上の変数

の選択方法に関する設定事項について述べる。実行画面は図 1で与えられるが、このメニューは各分

析から共通に呼び出され、この中で指定された設定はプログラムの実行中値が保持される。 
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図 2.1.1 初期設定画面 

欠損値の除去方法は、選択された変数についてのレコード単位の除去、データ毎の個別の除去、統

計手法に応じた自動選択がある。有意水準の設定については、片側検定、両側検定、検定手法に応じ

て標準的なものを選択する自動選択がある。例えば、χ2 検定とＦ検定は片側検定であり、ｔ検定そ

の他については両側検定である。その数値は、パーセント表示で入力するが、デフォルトは 5%にな

っている。もちろん集計等のように有意水準に無関係なものについて、この値は無視される。 

変数選択によって、エディタ上のデータから利用される変数が選ばれるが、左上のコンボボックス

で変数名を選択することによって、それが左下のリストボックスに現れる。変数の選択順は分析によ

って意味を持つので（例えば順回帰分析で、最初の変数は目的変数等）、選択した変数の順番を入れ

替えるためのボタンが用意されている。このメニューは単に変数だけ選択する分析では、左半分だけ

表示されるようになっており、すべての分析で汎用的に利用される。 
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２．質的データの集計 

 分類データを対象とする質的データの集計画面は、メニュー［分析－基本統計－質的データの集計］

を選択することによって図 1のように表示される。 

 

図 1 質的データの集計画面 

 

分析画面で「分割表の作成」ボタンをクリックすることにより、項目ごとにデータ数を集計され、

分割表が作られる。１つの変数を選んだ場合の１次元分割表と２つの変数を選んだ場合の２次元分割

表の例を図 2と図 3に示す。分割表の表示の際、「%表示」チェックボックスにチェックを入れると、

横方向の割合を%で表示する。 

 

 

図 2 １次元分割表 

 

 

図 3 ２次元分割表 

 

「賛成」、「反対」など、データが文字列で表わされている場合でも集計が可能である。行と列の関

係は設定の変数選択の順番で決まる。現在、分割は２次元分割表までである。これらの分割表は、質

的データの検定のところでも作成することができる。これらの表示はグリッド表示の機能によって、

簡単に行と列を入れ替えることもできる。 

 分割表は、コンボボックスからグラフの種類を選択し、「分割表グラフ」ボタンをクリックすると、
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グラフとして表示することができる。グラフの種類には、棒グラフ、積み重ね棒グラフ、横棒グラフ、

積み重ね横棒グラフ、横帯グラフ、0/1 回答横棒グラフ、円グラフ、がある。図 4 に棒グラフと円グ

ラフ、図 5に２つの変数の選択順を変えた積み重ね棒グラフを示す。 

 

図 4 棒グラフと円グラフ 

 

図 5 積み重ね棒グラフ 

 

変数名はデフォルトのままであるが、グラフのメニュー（「項目名変更」、「データ・凡例名変更」）に

よって変数名や凡例名を付け替えることもできる。 

0/1 回答横棒グラフは、複数の変数が 0/1 で回答されている複数回答などの場合に、それぞれの変

数の 1 を選択した人の割合を横棒で表わすグラフである。必要な変数をすべて選択し、「群別データ

から」ラジオボタンを選択して実行すると結果の表示は例えば図 6のようになる。ここではグラフメ

ニュー（「%表示[ON/OFF]」によって横軸を%表示にしている。 
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図 6 0/1回答横棒グラフ 

 

 分析メニューの「群分け集計」は２つの群で円グラフなどを分けて表示する場合に利用される。 
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３．量的データの集計 

量的データの集計の分析画面は、メニュー［分析－基本統計－量的データの集計］を選択すると図

1のように示される。 

 

図 1 量的データ集計画面 

 

 変数選択で必要な変数を選択して「基本統計量」ボタンをクリックすると、図 2のような結果が表

示される。ここでは、１つの変数だけ選択したが、複数選択したり、「先頭列で群分け」ラジオボタ

ンを選んで、ある変数で分けて表示することもできる。 

 

 

図 2 基本統計量 

ここで、基本統計量という言葉は、分布の中心を表す指標に用いられることが多いので、本来は要約

統計量とした方が良いのかも知れない。「群分け平均」ボタンは、「先頭列で群分け」ラジオボタンが

選択されている場合、群ごとの平均値を見易く並べたものである。 

基本統計量の定義は以下の通りである。 

 

データ数 n  
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量的データの分布型を見るために、度数分布グループボックス内で、「読込」ボタンで表示用の変

数を設定し、度数分布表とヒストグラムを図 3と図 4のように表示させることができる。 

 

図 3 度数分布表 

 

図 4 ヒストグラム 
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度数分布表には、度数・相対度数・累積度数・累積相対度数が含まれる。設定は自動になっている

が、初期値、分割幅、終了値を指定してもよい。 

箱ひげ図は、分布の比較を行う場合などに利用する簡易的な分布の表示法である。図 5と図 6に先

頭列で群分けして比較した２つのデータについてのヒストグラムと箱ひげ図をそれぞれ示す。 

 

   

図 5 比較のためのヒストグラム                        図 6 箱ひげ図 

ヒストグラムは、度数分布グループボックス内で「読込」を行い、コンボボックスで「すべて」を

選択する。箱ひげ図の箱の中央は平均値、箱の下と上は 25%、75% 分位点、ひげの最小は、データ

の最小値または-3σ値の大きい方、最大は、データの最大値または 3σ値の小さい方で、はみ出した

データは丸印で表わす。 

データの正規性を見るために、「正規確率紙」による正規性の確認の方法（Q-Qプロットとも呼ぶ）

も用意されている。これは特にデータ数が少なく、ヒストグラムが使えないような場合に有効である。

図 7に実行画面を示す。 

 

図 7 正規確率紙の方法 

また、正規性の確認については、コルもゴロフ・スミルノフの検定（K-S検定）やシャピロ・ウィ

ルクの検定（K-S検定）の近似の方法（作者の勉強不足で申し訳ありません）が含まれている。特に

後者は、データ数があまり多くない場合に有効である。図 8と図 9に実行画面を示す。 
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図 8 K-S検定 

 

図 9 （近似）S-W検定 

 

 データの中に飛び離れた値があり、これを分析から除くべきかどうか調べる必要がある場合、ここ

では Grubbs-Smirnov 棄却検定が利用できる。飛び離れたデータが最大値
maxx である場合、それを

除いたデータが正規分布かどうかまず確認する。正規分布の場合、以下の統計量 maxT を求め、 

 
max

max

x x
T

u


  

それと全データ数を用いて数表から検定確率を調べる 1)。ここに、 x とu はそれぞれ全データを用

いた平均値と、不偏分散からの標準偏差である。 

データが正規分布でない場合、対数正規分布も確認する。対数正規分布の場合は、データに対数変

換を行って上と同様の検定を行う。正規分布でも対数正規分布でもない場合は、一応元データを用い

て検定を行ってはいるが、信頼性はない。 

飛び離れたデータが最小値 minx である場合も全く同様に、以下の統計量 minT を利用する。 

 
min

min

x x
T

u


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４．質的データの検定 

質的指標の検定手順については、図 1の分類を用いた。データ数の少ない場合など、この考え方が

利用できないこともあるが、その対応は今後の課題とする。 

適合度検定

対応の有無 検定手法

McNemar検定

χ2検定

対応あり

対応なし

母集団との比較

標本間の比較

 

図 1 質的指標に関する検定手法の分類 

 

利用者に検定手法の位置付けを明確に認識させるために、分析を選択するメニューを一般的な統計

ソフトで見られる羅列的なものとせず、図 1の形式をそのままメニュー化した。 

具体的な実行画面を図 2に示す。 

 

 

図 2 質的指標の検定画面 

 

図 2の検定のコマンドボタンから具体的な分析メニューが呼び出される。利用する分布公式につい

ては、図 1の検定手法に応じて以下のようにまとめられる。 
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χ2検定 
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McNemar 検定 

 群・対照群の要因の有無別数（有有a，有無b ，無有 c，無無 d ） 
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適合度検定について、図 3に実行画面を示す。 

 

 

図 3 適合度検定画面 

 

一般に、質的指標の検定には２種類の検定用データが考えられる。１つは調査票等から直接入力さ

れたデータで、それを元に分割表の作成や検定が行われる。また既に分割表を作成している場合には、

その分割表を利用して検定を実施することも考えられる。実際の調査等では前者の形式が多くなるで

あろうが、講義用としては後者の場合も必要である。それゆえ、このプログラムでは質的指標の検定

の際、どちらかのデータ形式を選択するようになっている。前者のデータの場合、分割表だけを作る

場合もあると考えられるので、これらの検定メニューからも分割表が作れるようになっている。 

実測値と比較する理論確率については、カンマ区切りで入力する。例えば、0.5, 0.3, 0.2のような

小数表示と 1/3, 1/3, 1/3のような分数表示が可能である。メニューには注意書きを多く加え、分かり

易さを高めている。等確率の場合、「等確率」ボタンをクリックすると、簡単に設定できる。 

適合度検定の分析結果の例を図 4に示す。 
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図 4 適合度検定結果 

 

2次元分割表の比率の検定を行うχ2検定の実行画面を図 5に示す。 

 

 

図 5 χ2検定画面 

通常のデータの場合は「先頭列で群分け」を使い、分割表から求める場合は「２次元分割表から」

を用いる。通常はこの２つで「検定」ボタンをクリックすれば事足りる。「群別データから」は、変

数間のデータの比率の比較に用いる。変数１と変数２で、1 と 2 のデータがある場合、「先頭列で群

分け」の集計結果は表 1 のようになり、「群別データから」の集計結果は表 2 のようになる。通常は

表 1のような集計をする。 

表 1 「先頭列で群分け」の集計 

 変数２が 1 変数２が 2 

変数１が 1 a B 

変数１が 2 c D 

 

表 2 「群別データから」の集計 

 1 2 

変数１ a+b c+d 

変数２ a+c b+d 

 

χ2検定結果の画面を図 6に示す。 
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図 6χ2検定結果 

 

χ2検定は基本的に分割表の１つのマスが 10以上の時に利用するのが望ましい。しかし、データ数

が少ない場合で、２×２分割表の場合に限り、「Fisher正確確率検定」が利用できる。その分析結果

を図 7に示す（データは上のものと異なる）。 

 

 

図 7 Fisher正確確率検定結果 

 

結果表示には検定結果の数値表示の他に、初心者の学習用に、例えば「標本値と理論値とを比べて

差があるといえない。」のような検定結果を言葉にした表現や、標本数に関する利用上の注意等を加

えている。 

残差分析はχ2検定後に行う多重比較の一種である。ここでは、標準的な Habermanの残差分析を

用いている。これはセル ,i j に対して以下の基準化残差 ije の以下の性質を利用している。 

 (0,1)
( )(1 )(1 )

ij i j

ij

i j i j

n n n n
e N

n n n n n n n

 

   
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 
 

 

2 項分布確率とフィッシャーの正確確率検定について 

 適合度検定は多項分布の近似を使った理論であるが、2項分布に関しては正確な確率を求められる

ようにしておくことは意味がある。例えば、納品された商品の故障については、故障率が小さい場合

は、たくさん発生することはない。これに対して適合度検定は、ある程度の（少なくとも 10 以上）

故障例を必要とし、それ以下だと確率値に誤差が生じる。そのため、2項分布による正確な確率値の

計算は、品質管理などにおいて有効である。また、2×2 分割表における Fisher の正確確率検定も、

少数の例数を扱う場合に重要である。 
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 我々は、これらの確率計算を見直し、適合度検定とχ2 検定のプログラムの中に組み込んだ。その

際、これらの中に含まれる階乗の計算をスターリングの公式を用いて対数で実行し、大きな例数にも

対応できるようにした。これによって、正確な確率と近似であるχ2 検定確率との比較もできるよう

になった。 

 ここではまず、2項分布を用いて、適合度検定と同じ確率を計算することを考える。理論確率を p 、

データ数を n、事象の出現数を xとするとき、2項分布では事象の出現確率は以下で与えられる。 

( ) (1 )x n x

n xP x C p p    

今事象の出現数が x̂ であった場合、適合度検定に相当する確率 ˆ( )Q x は以下のように求められる。 

ˆ( ) ( )

ˆ( ) (1 )x n x

n x

P x P x

Q x C p p 



   ここに、
ˆ ˆ

ˆ
ˆ( ) (1 )x n x

n xP x C p p    

この領域は xが少ない場合と多い場合に分かれ、適合度検定に相当する検定確率は両側の確率を足し

たものになる。傾向がはっきりしている場合はどちらか一方になり、より偏りが大きい側の片側検定

となる。 

 

 フィッシャーの正確確率検定は表 1の分割表を基にする。 

表 1 2×2分割表 

 列群１ 列群２ 合計 

行群１ x  
1r x  1r  

行群２ 1c x  
1 2x r c   

1 2( )x c r    
2r  

合計 1c  2c  n  

合計を固定して考えると、その度数の自由度は 1 になる。その１つの度数を xとすると、 xは以下

の範囲で与えられる。 

a x b  ，   1 2 1 2m a x ,a r c c r   ，  1 1min ,b r c  

この分割表を用いると、実現確率 ( )P x は超幾何分布の確率として以下のように与えられる。 

1 1 1 2

1 2 1 2

!( )!( )!( )!
( )

! ! ! ! !

x r x c x x r c
P x

n r r c c

   
  

観測された度数を x̂ 、その場合の実現確率を ˆ( )P x として、χ2 検定で与えられる検定確率 ˆ( )Q x は

上で定義した ,a bを用いて以下のようになる。 
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1 1 1 2

ˆ( ) ( ) 1 2 1 2

!( )!( )!( )!
ˆ( )

! ! ! ! !P x P x

x r x c x x r c
Q x

n r r c c

   
   

この領域も適合度検定のときと同様に、 xが少ない場合と多い場合に分かれ、χ2検定に相当する検

定確率は両側の確率を足したものになる。傾向がはっきりしている場合はどちらか一方になり、偏り

の大きい側の片側検定となる。 

 確率の計算には、階乗が多く含まれているため、度数が大きくなると非常に大きな数の計算になり、

場合によっては計算機の演算範囲を超えることもある。そのため、確率計算は一度対数を取って行い、

計算結果である確率を再度元に戻す。 

 超幾何分布の式では、まず以下を計算する。 

1 1 1 2

1 2 1 2

log ( ) log ! log( )! log( )! log( )!

log ! log ! log ! log ! log !

P x x r x c x x r c

n r r c c

       

    
  

各項の対数内の数値が大きい場合、計算には以下の Starlingの公式を用いる。 

1
log ! log log(2 )

2
n n n n n    

計算した後、 

 ( ) exp(log ( ))P x P x  

で元に戻しておく。 
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５．量的データの検定 

5.1 概要 

量的指標の場合には図 1.1の分類法と検定手法を用いる。特に、ノンパラメトリック検定について

の他の分析手法や、適用限界についてのさらに細かい分類は今後の課題とする。 

ｔ検定

Welchのｔ検定

Wilcoxonの順位和検定

Wilcoxonの符号付順位和検定

対応のある場合のｔ検定

異分散

等分散
正規性あり

正規性なし

正規性あり

正規性なし

対応なし

対応あり

母集団との比較

対応の有無 正規性 等分散性 検定手法

母平均のｔ検定

Wilcoxonの符号付順位和検定

正規性あり

正規性なし

標本間の比較

 

図 1.1 量的指標に関する検定の分類 

質的指標と同様に、量的指標に関しても検定の位置付けを明確にするために、図 7の様式を持った

検定メニューが用意されている。その実行画面は図 1.2で与えられる。 

 

 

図 1.2 量的指標の検定画面 

 

このメニューでは、右端の検定手法だけでなく、分類項目である正規性の検定や等分散性の検定も

選択できるようになっている。 

ここでは検定手法を母集団との比較と標本間の比較とに分け、標本間の比較については、それらの

間の対応の有無によってさらに分類する。 
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量的指標の検定の基本性質は、パラメトリック検定とノンパラメトリック検定を分ける分布の正規

性であるが、これらの見極めのために正規性の検定が必要である。そのために、ここでは目視的方法

と数値的方法の 2通りを用意する。 

目視的方法としては、データ数が多い場合に使われる、度数分布表やヒストグラムから正規性を見

る方法、またデータ数が少ない場合に利用される、正規確率紙による方法が用意されている。グラフ

は正規確率紙へのプロットに準じて、データの個数を n、あるデータの順位を i としてその累積確率

を i/(n+1)で与え、データの数値と、この累積確率から得られる標準正規分布の検定値とで分布図を描

く。これに回帰直線を加え、直線状への並びを見易くする。 

正規性の数値的な検定方法としてはKolmogorov-Smirnov検定とShapiro-Wirk検定に近い近似的

検定法があるが、後者を使うことが多い（量的データ集計の部分を参照）。 

 

5.2 指定値との比較 

指定値との比較に関して、その手法を以下にまとめる。 

 

母平均の t 検定 

 標本数 n，標本平均 x ，不偏分散
2u ，母平均  

 1~ 


 nt

u

xn
t


分布 

 

Wilcoxon の符号付順位和検定 

 データ ix ，中間値 ，  ii xz  

 || iz の昇順に 0を除いて順位 ir を付け、 iz の正負で 2群に分類 

 各群の順位和 rR ， sR の中で小さい方を選択 ),min( sr RRR   

 標本数が少ないとき（ 0iz の例数 10 ） 

 数表の利用 

 標本数が多いとき（ 0iz の例数 10 ） 

 
24/)12)(1(

4)1(






nnn

nnR
z ～ )1,0(N 分布 

 

非正規性の場合の検定は分布の対称性を仮定して、Wilcoxon の符号付順位和検定を採用した。ま

たこの検定において、同順位の場合は順位平均を用いるが、同順位が多く含まれる場合の補正は今後

の課題とする。 

 データに正規性があり、指定値と比較する場合の検定手法、母平均のｔ検定について、その分析画

面を図 2.1に示す。 
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図 2.1 母平均のｔ検定画面 

指定値のところに比較する値を入れて、「検定」ボタンをクリックする。「集計から」のときは、デー

タ数や平均、不偏分散（または標準偏差どちらか）に値を入力しておく。図 2.2に母平均の t検定の

検定結果画面の例を表示する。 

 

 

図 2.2 母平均のｔ検定の検定結果 

 

データに正規性がない場合は、Wilcoxon の符号付き順位和検定となる。同じ名前の分析が、対応

のあるデータの場合にもあるので、間違わないように注意する必要がある。その分析画面を図 2.3に

示す。 

 

図 2.3 Wilcoxonの符号付き順位和検定画面 

 

ここでも比較する値を「指定値」に入れて「検定」ボタンをクリックする。出力結果を図 2.4に示

す。 
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図 2.4 Wilcoxonの符号付き順位和検定結果 

 

5.3 ２群間の比較（対応のない場合） 

２群間の比較の場合は、対応のある場合とない場合とに分類する。対応とは、２つの群に同じ対象

（同じように設定された対象の場合もある）がいるかどうかで判断する。例えば、入試で国語と英語

を比較する場合、同じ人が両方受験しているので、対応があるとする。また、男女別に比較する場合

は、同じ人が両方の群にはいないので、対応はないとする。 

対応がない場合、正規性の検定を行い、正規分布ならさらに等分散性を検定する必要がある。これ

らの分類による具体的な検定手法は以下にまとめる。正規性の認められない場合は Wilcoxon の順位

和検定を用いる。 

 
F 検定（等分散性の検定） 

 標本数 21, nn ，不偏分散
2

2

2

1 , uu （
2

2

2

1 uu  ） 

 1,12

2

2

1

21
~  nnF

u

u
F 分布 

 

（student の）t検定 

 標本数 21, nn ，標本平均 21, xx ，不偏分散 
2

2

2

1 , uu  

  
2

21

2

22

2

11

21

21

21

21
~

2

)1()1(

||









 nnt

nn

unun

xx

nn

nn
t 分布 

 

Welch の t 検定 

 標本数 21, nn ，標本平均 21, xx ，不偏分散
2

2

2

1 , uu  

  自由度 

1

)1(

1

1

2

2

1

2










n

c

n

c
d ，

2

2

21

2

1

1

2

1

nunu

nu
c


  
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dt
nunu

xx
t ~

2

2

21

2

1

21




 分布 

 

Wilcoxon の順位和検定 

 標本数 21,nn （ 21 nn  ），標本
21, ji xx  

 標本の昇順に順位 ir を付け、標本数の少ない群の順位和 

 を求める。 





1

1

n

i

irW  

 標本数が少ない場合（ 202 n ） 

文献 5), 6) 等の数表を利用 

 標本数が多い場合（ 202 n ） 

 )1,0(~

12

)1(

)1(
2

1

2121

211

N
nnnn

nnnW
Z




 分布 

 

対応のない２標本の比較の場合、データの読み込み方法は、先頭列で群分け、群別データから、集

計からの３種類用意する。正規性が認められた場合の等分散性の検定画面を図 3.1に示す。 

 

 

図 3.1 等分散性の検定 

 

図 3.2に等分散性の検定結果の例を示す。 
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図 3.2 等分散性の検定結果 

 

 正規性と等分散性が認められた場合のｔ検定の検定画面を図 3.3に示す。 

 

 

図 3.3 ｔ検定画面 

ｔ検定の出力結果を図 3.4に示す。 

 

 

図 3.4 ｔ検定結果 

データに正規性があり、等分散性がない場合のWelchのｔ検定の画面を図 3.5に示す。 
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図 3.5 Welchのｔ検定結果 

Welchのｔ検定の出力結果を図 3.6に示す。 

 

 

図 3.6 Welchのｔ検定結果 

データに正規性がない場合、Wilcoxonの順位和検定を利用するが、その画面を図 3.7に示す。 

 

 

図 3.7 Wilcoxon順位和検定画面 

 

Wilcoxonの順位和検定の実行結果を図 3.8に示す。 
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図 3.8 Wilcoxon順位和検定結果 

 

5.4 ２群間の比較（対応がある場合） 

対応のある場合の検定手法を以下にまとめる。 

 

対応がある場合の t検定 

 例数n，標本差 iz ，平均 z ，不偏分散 2

zu  

 1~
||

 n

z

t
u

zn
t 分布 

 

Wilcoxon の符号付き順位和検定 

 標本差 iz をもとにする。 

 データ ii yx , ，中間値 iii yxz   

 || iz の昇順に 0を除いて順位 ir を付け、 iz の正負で 2群に分類 

 各群の順位和 rR ，
sR の中で小さい方を選択 ),min( sr RRR   

 標本数が少ないとき（ 0iz の例数 10 ） 

 数表の利用 

 標本数が多いとき（ 0iz の例数 10 ） 

 
24/)12)(1(

4)1(






nnn

nnR
z ～ )1,0(N 分布 

 

 対応のあるデータの正規性は、対応する２つのデータの差を取ったものを使って判定する。その

ため、図 4.1の正規性の検定画面で、「対応のあるデータから」ラジオボタンを選択する。 
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図 4.1 正規性の検定 

対応のある場合の正規性の検定結果は図 4.2のように示される。 

 

 

図 4.2 対応のある場合の正規性の検定結果 

 

正規性の検定で正規性が認められた場合の、対応のあるｔ検定の検定画面を図 4.3に示す。 

 

 

図 4.3 対応のあるｔ検定画面 

 

対応のあるｔ検定の検定結果を図 4.4に示す。 
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図 4.4 対応のあるｔ検定結果 

 

正規性が認められなかった場合の、Wilcoxon符号付き順位和検定の検定画面を図 4.5に示す。 

 

 

図 4.5 Wilcoxon符号付き順位和検定画面 

 

分析実行画面を図 4.6に示す。 

 

 

図 4.6 Wilcoxon符号付き順位和検定結果 
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６．相関係数と回帰分析 

6.1 相関係数と回帰係数の検定 

相関係数については、正規性が認められる場合の Pearson の相関係数及び、正規性が認められな

い場合の Spearmanの順位相関係数について求めており、無相関か否かの検定を行っている。また、

回帰分析については、回帰式と重相関係数、及び寄与率について求め、回帰係数の有効性について、

残差の正規性を仮定して検定を行っている。また、結果表示には回帰直線も含めた分布図も利用する。

具体的な公式については以下にまとめる。 

 

Pearson の相関係数 

標本数 n，相関係数 r  

 2
2

~
1

2||





 nt

r

nr
t 分布 

 

Spearman の相関係数の検定 

 標本数 n，群ごとの順位による順位相関係数 sr  

 2
2

~
1

2||





 n

s

s t
r

nr
t 分布 

 

回帰分析 

 標本平均 yx, ，不偏分散 
22 , yx uu ，相関係数 r  

 baxy  ， 

x

y

u

u
ra  ， x

u

u
ryb

x

y
  

 重相関係数 R   実測値 iy と予測値の相関係数 

 寄与率   
2R  

 

説明変数は１つだけに限り、複数の場合は重回帰分析として多変量解析に含まれている。 

回帰分析の検定については、表中では表しにくいので、ここで簡単にふれておく。目的変数を y 、

説明変数を xとし、これらの間に、関係式  baxy  があると仮定する。ここに予測式は 

baxY   であり、残差は ),0(~ 2 N 分布とする。 

回帰係数の有効性の検定は、データ数 n，残差変動 



n

i

ii YyEV
1

2)( ，説明変数の不偏分散 
2

xu  

として、以下の関係を用いる。 
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 単回帰分析の場合に前者の検定は、残差変動に対する回帰変動の有効性を検定する、回帰式の有効

性の検定と一致する。 

 

 メニュー［分析－基本統計－相関と回帰分析］を選択すると、図 1の分析画面が表示される。 

 

 

図 1 相関と回帰分析画面 

 

2 つの変数を選択して、「相関係数」ボタンをクリックすると、図 2 のような、相関係数とその検

定結果（相関 0と比較）が表示される。相関係数は、2変数が多変量正規分布する場合に用いられる。 

 

 

図 2 相関係数結果 

 

2 変数のトレンドの相関を見る場合は、Wilcoxonの順位相関係数を利用する。「順位相関係数」ボ
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タンをクリックした場合の結果を、図 3に示す。 

 

 

図 3 Wilcoxonの順位相関係数結果 

 

3 つ以上の変数を選択して、「相関係数」ボタンをクリックすると、図 4 のように、表形式で相関係

数とその検定値が表示される。「順位相関係数」でも同様である。 

 

 

図 4 ３変数以上の相関係数表示画面 

 

図 1のメニューで「散布図」ボタンをクリックすると、図 5のような散布図が表示される。 

 

図 5 散布図 

 

グラフの「設定」メニューで、データラベルを付けたり、回帰直線を消したりすることができる。 

「先頭列で群分け」ラジオボタンを選び、最初に群分け変数を選んで、散布図を描くと図 6のような

多重散布図となる。 
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図 6 多重散布図 

 

この群分け機能は相関係数や次に述べる回帰分析でも有効である。 

 回帰分析の計算結果と回帰係数の検定結果は、「回帰分析」ボタンをクリックすると図 7 のように

表示される。 

 

 

図 7 回帰分析結果 

 

 回帰分析による予測値は「予測値と残差」ボタンをクリックすると図 8のように表示される。 
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図 8 予測値と残差 

 

 予測値と実測値でグラフを描くと図 9のようになる。実測値が縦軸、予測値が横軸である。 

 

 

図 9 予測値と実測値の散布図 

 

6.2 2 群間の相関係数と回帰係数の比較 

 これまで College Analysisの相関と回帰分析では、相関係数と回帰係数は 0との比較の場合だけを

考えてきた。しかし、相関係数や回帰式が同じかどうかを調べることも多くなると考え、検定を加え

ることにした。 

 相関係数と母相関係数の比較では、データ数を n、標本相関係数を r、母相関係数を  として、

以下の関係を利用する。 

1 1 1 1
log log

2 1 2 1
(0,1)

1 3

r

r
T N

n





 


 



 

 ２群の相関係数の比較では、データ数を 1 2,n n 、標本相関係数を 1 2,r r として、以下の関係を利用

する。 
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 回帰係数と母回帰係数の比較では、データ数を n 、標本回帰式を y ax b  、母回帰式を

y x   として、以下の関係を利用する。 

勾配係数の比較  2( )a x E nT a SS V t    
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21
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 2 群の回帰係数の比較では、データ数を 1 2,n n 、標本回帰式を
1 1y a x b  , 

2 2y a x b  とし

て、まず、以下の関係を利用して勾配係数の比較を行う。 

 
1 22 1 1 2 1, 4( ) 1 ( 4)a n nF n n F         

 

勾配係数が異なるとすると、回帰式はそのまま使われ、勾配係数が等しいとすると、以下の関係を

利用して定数係数の比較を行う。 

 
1 23 2 1 2 1, 3( ) 1 ( 3)b n nF n n F         

ここで、定数係数が異なるとすると 1 2 1 2( ) ( )xy xy x xa SS SS SS SS   ，
i i ib y ax   として、

回帰式は以下を与える。 

1y ax b  , 
2y ax b   

定数係数が同じとすると xy xa SS SS ，b y ax  として、回帰式は同一に以下で与える。 

y ax b   

ここに、 1, 2i  として以下の関係を用いた。 
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i i

i

x x
n




  ，

1

1 n

i i

i

y y
n




   



相関係数と回帰分析／基本統計 

32 

 

2 2

1

n

xi i i iSS x n x


  ，
2 2

1

n

yi i i iSS y n y


  ，

1

n

xyi i i i i iSS x y n x y 


   

2 2

1 1 1 1 2 2 2( ) ( )y xy x y xy xSS SS SS SS SS SS            

2

1 2

2 1 2

1 2

( )xy xy

y y

x x

SS SS
SS SS

SS SS


   


 

2

3 ( )y xy xSS SS SS    

 

 以下の図 10のようなデータを用いて、図 1の分析メニューで先頭列で群分けとして、「相関係数比

較」ボタンをクリックすると図 11のような分析結果が表示される。 

 

図 10 相関係数と回帰係数の比較データ 

 

 

図 11 相関係数の比較分析結果 

また、「回帰式比較」のボタンをクリックすると、図 12のような結果が表示される。 
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図 12 回帰式の比較結果 

 

参考文献 

[1] 新版 医学への統計学，古川俊之，丹後俊郎，朝倉書店，1993． 
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７．トレンドの検定 

7.1 トレンドの検定とは 

トレンドの検定とはある順番に群を並べた場合に、その群のデータについての比率や平均値などの

統計量が次第に大きくまたは小さくなってゆく傾向の有無を調べることである。まず、質的なデータ

に対する比率のトレンドの検定について説明する 2)。比率のトレンドの検定では Mantel-extension

法が利用されるが、これには以下のように表される統計量 Z または Z が用いられる。 

群 i（ mi ,3,2,1 ）の個体数を in ，反応した個体数を ir として以下の量を考える。 
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m
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1

である。また iX については、最も簡単に iX i  とした。 

これらを用いて漸近的に標準正規分布に従う統計量 Z を計算する。 

 )1,0(N
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

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しかし実用上は以下のような Yatesの連続補正項を加えた統計量 Z を用いる場合が多い。 
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の正の部分 

量的データに関する Jonckheere の順位和検定は分布によらない検定で、以下のように計算される

統計量 Z または Z を用いる。但し in と N についてはこれまでの定義と同じである。 

i群のデータ ix と j群（ ji  ）のデータ jx について、  ji xx  なら ijw を 1増やし、  ji xx 

なら ijw を 21 増やすという処理を群 i と群 jに含まれるすべてのデータについて行う。これは近似

的な同順位の処理を行った Wilcoxon の順位和を計算することに等しい。この ijw をすべての ji,

（ ji  ）について合計し、以下の量を求める。 
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これらを用いて漸近的に標準正規分布する以下の統計量 Z を計算する。 
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しかし実用上は上と同様に Yatesの連続補正を加えた統計量 Z を用いる場合が多い。 
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
の正の部分 

群 i（ mi ,,2,1  ）の数値 i を説明変数にして、データ ix を目的変数にする回帰分析もトレン

ドの検定として考えることができる。即ち、以下のような回帰モデルを考える。 
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 ubiaxi  ， u  ～ ),0( 2N ， 

これを用いて 0a の検定を行い、群の並びでデータの値に傾向性が見られるか調べる。この回帰

式の検定については参考文献 6) に詳しいのでここでは省略する。 

 

7.2 プログラムの利用法 

メニュー［分析－基本統計－その他の検定－トレンドの検定］を選択すると図 1のようなにトレン

ドの検定の分析実行画面が表示される。 

 

図 1 トレンドの検定分析実行画面 

このメニューにはデータ形式の選択ボタンと「変数選択」ボタンがあるが、これらの使い方はこれ

までの統計分析のものと同じである。 

図 2a のような分割表画面の質的データに対して、データ形式を「分割表から」として「Mantel- 

extension法」ボタンをクリックすると図 2bのような結果表示画面が示される。 

   

図 2a 分割表データ例               図 2b Mantel-extension検定結果 

量的データについては、図 3a のようなデータに対して、データ形式を「先頭列で群分け」として

「ヨンクヒール検定」ボタンをクリックすると、図 3b のような結果表示画面が得られる。また同じ

データに対して、「回帰分析による検定」ボタンを押すと図 3cのような画面が示される。 
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図 3a トレンドの検定量的データ例            図 3b ヨンクヒール検定結果 

 

 

図 3c 回帰分析による検定結果 

 

参考文献 

[1] 新版 医学への統計学，古川俊之，丹後俊郎，朝倉書店，1993． 
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８．標本数の決定 

標本数の決定については、正規性が認められる場合に限定し、母比率の検定と母平均の検定のため

に必要なデータ数を求める。具体的な公式は以下にまとめる。 

 

母比率の検定用 

 母比率 p ，標本比率 p̂  
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2
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母平均の検定用（両側） 

 母平均 ，母分散
2 ，標本平均 x  
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但し、母平均を求める検定に必要な標本数は、数が多いものとして近似的に標準正規分布の検定統

計値を利用している。ここに、 )(2

1  は自由度 1 のχ2 分布の上側確率 の検定統計値であり、

)2/(Z は標準正規分布の上側確率 2/ の検定統計値である。 

質的指標で分割数が３以上の場合や２群間の差の検定及び、正規性を持たない場合等の標本数の決

定については今後の課題とする。図 1 に標本数の決定の画面を示すが、入力には母集団の統計量と、

データを収集した場合の予想値とを用いる。標本数の決定に関しては、予想値によるところが大きい

ので、多くの検定手法への対応は特に重要であるとは考えない。 

 

図 1 標本数の決定 
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９．区間推定 

区間推定についても正規性が認められる場合に限定する。求める推定値は、母比率、母平均、母分

散とした。具体的な手法については、以下にまとめる。 

 

母比率の推定 

 標本数 n，標本比率 p̂  
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母平均の推定 
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母分散の推定 
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ここに、前節で説明した表式を除いて、 )2/(1 nt は自由度 1n の t 分布の上側確率 2/ の検定

統計値である。表式の簡単化のために、母比率と母平均については上限と下限を示すこととする。 

入力は調査データからの入力と統計量からの入力と２種類持っておけばよい。 

 メニュー［分析－基本統計－区間推定－比率の推定］を選択すると、図 1のような母比率の推定の

ための分析画面が表示される。 

 

 

図 1 比率の推定画面 

 

「集計から」の場合はデータ数と比率を入力して「母比率の推定」ボタンをクリックする。「データ
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から」の場合は、変数を選択し、比率を推定するカテゴリの名前をテキストボックスに記入しておく。

結果は図 2のようになる。 

 

 

図 2 母比率の推定結果 

 

 メニュー［分析－基本統計－区間推定－平均と分散の推定］を選択すると、図 3のような平均と分

散の推定のための分析画面が表示される。 

 

 

図 3 平均と分散の推定 

 

「母平均の推定」ボタンをクリックした場合の結果を図 4に示す。 

 

 

図 4 母平均の推定結果 

 

「母分散の推定」ボタンをクリックした場合の結果を図 5に示す。 
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図 5 母分散の推定結果 
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１０．２次元グラフ 

 これは主に統計で利用するグラフを集めたもので、グラフ表示の際に集計は行わない。メニュー［フ

ァイル－基本統計－2次元グラフ］を選択すると、図 1のような分析画面が表示される。 

 

 

図 1 2次元グラフ描画画面 

 

グラフの種類は、棒グラフ、積重ね棒グラフ、横棒グラフ、積重ね横棒グラフ、帯グラフ、立体棒グ

ラフ（2D）、折れ線グラフ、横折れ線グラフ、円グラフ、散布図、レーダーチャート、比較レーダー

チャート、である。 

 グラフ選択で「棒グラフ」を選択し、変数を 1 種類選んで、「実行」ボタンをクリックすると、図

2aのようなグラフが表示される。また、変数を 2種類選ぶと図 2bのようなグラフになる。 

 

   

図 2a 棒グラフ（1変数）                     図 2b 棒グラフ（2変数） 

 

図 2b はグラフの「設定」メニューで、凡例を追加している。また、グラフの横軸の項目名や凡例名

は、グラフの「編集」メニューで、「項目名変更」や「データ・凡例名変更」によって変更すること

ができる。また、「画面コピー」でグラフをクリップボードに保存でき、ワープロ等に貼り付けて利

用できる。 

 欠損値除去のラジオボタンで、「欠損値除去あり」を選択した場合のグラフを図 3a に、「欠損値除

去なし」を選択した場合のグラフを図 3bに示す。 
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図 3a 棒グラフ（欠損値除去あり）            図 3b 棒グラフ（欠損値除去なし） 

 

以後それぞれのグラフで、欠損値の除去の有無による違いがあるので、実際に操作してみて欲しい。 

 変数を３つ選んだ場合の「積重ね棒グラフ」の例を図 4に示す。 

 

 

図 4 積重ね棒グラフ 

 

変数を１つ選んだ横棒グラフを図 5aに、２つ選んだ横棒グラフを図 5bに示す。 

   

図 5a 横棒グラフ（1変数）                  図 5b 横棒グラフ（2変数） 
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 変数を 3つ選んだ積重ね横棒グラフの例を図 6に描く。 

 

図 6 積重ね横棒グラフ 

 積重ね横棒グラフの右端に揃えたものが帯グラフである。帯グラフの例を図 7に示す。 

 

図 7 帯グラフ 

 立体棒グラフの例を図 8に示す。 

 

図 8 立体棒グラフ 

3 次元グラフに含まれる 3D 棒グラフとは異なり、これには遠近感を付けていない。そのため、意外

に棒の高さが比較し易いように思われる。 
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 折れ線グラフの例を図 9に示す。 

 

図 9 折れ線グラフ 

ここで、縦軸はグラフのメニュー［設定－軸設定］によって、最小値 0、最大値 100、目盛間隔 20

に設定した。 

 折れ線グラフの縦横を変えたものが、横折れ線グラフで、例を図 10に示す。 

 

図 10 横折れ線グラフ 

これは、ユーザーのリクエストにより、特殊な用途向けに作ったグラフである。 

 円グラフの例を図 11に示す。 
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図 11 円グラフ 

円グラフの文字位置は、メニュー［編集－項目名位置変更］で表示される図 12 のメニューで、標準

位置からずらすことができる。 

 

図 12 項目名位置変更 

 回帰直線の付いた散布図の例を図 13aに、メニュー「設定」の「回帰直線[ON/OFF]」で回帰直線

を取って、「データラベル[ON/OFF]」でラベルを付けた例を図 13bに示す。 

   

図 13a 散布図（回帰直線）                図 13b 散布図（データラベル） 
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 変数を３つ選んだレーダーチャートの例を図 14に示す。 

 

図 14 レーダーチャート 

レーダーチャートはすべての軸目盛が揃った図である。レーダーチャートには目標値と個々のデータ

が含まれるが、鎖線で描かれたものが目標値である。 

 変数を３つ選んだ比較レーダーチャートの例を図 15に示す。 

 

図 15 比較レーダーチャート 

比較レーダーチャートは目標値に対する達成率を表す図で、目標値が同じ半径で描かれている。 
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１１．３次元グラフ 

 ３次元グラフは、3次元空間上に表示されるグラフで、３Ｄビューアによって表示されるため、自

由に回転させたり、近づけたりすることができる。3次元グラフの描画画面を図 1に示す。 

 

 

図 1 3Dグラフ描画画面 

 

このメニューは、まだ開発中のもので、分析は、棒グラフと散布図しかない。 

 棒グラフの例を図 2に示す。 

 

図 2 3D棒グラフ 

 散布図の例を図 3に示す。 
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図 3 3D散布図 
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１２．統計ユーティリティ 

12.1 分布と確率 

基本的な分布関数について、教育用に検定値から上側確率及び、上側確率から検定値を求める必要

があり、簡単な計算メニューを加える。具体的な実行画面は、図 1.1で与えられる。 

 

 

図 1.1 検定値と確率画面 

 

ここではパラメトリックな検定に利用される、標準正規分布、χ2分布、Ｆ分布、ｔ分布について、

結果が求められる。値か確率かに数値を入力し、「→」か「←」ボタンをクリックして他方を求める。 

 

12.2 密度関数グラフ 

 メニュー［基本統計－密度関数グラフ］を選択すると、標準正規分布、χ2 分布、Ｆ分布、ｔ分布

について、密度関数のグラフを描くことができる。図 2.1にその描画画面を示す。 
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図 2.1 密度関数グラフ 

 

 x 軸の下限と上限、目盛間隔を入力し、分布を選択して、必要な場合は自由度を入力して、「グラ

フ描画」ボタンをクリックする。標準正規分布の出力画面を図 2.2に示す。 

 

 

図 2.2 標準正規分布密度関数 

 

χ2 分布等では、自由度を変えていくつもグラフを表示したい場合がある。そのときは、始めに「新

規」ラジオボタンでグラフを表示した後、「追加」ボタンで自由度を変えて描画して行く。図 2.3 に

自由度を 1, 2, 3, 4とした場合のχ2分布の密度関数を示す。 

 



統計ユーティリティ／基本統計 

51 

 

 

図 2.3χ2分布密度関数（自由度 1, 2, 3, 4 ） 

 

12.3 量から質変換 

 データ処理では量的データを区間を区切って、分類データのように使うことがある。例えば身長

170cm 未満と以上に分ける等がその例である。メニュー［基本統計－量から質変換］を選ぶと、図

3.1のような量から質変換ツールが表示される。 

 

 

図 3.1 量から質変換ツール 

 

 変換したい変数を「対象列」コンボボックスで選択し、出力列を設定して、「区切値」を指定する。

例えば上の 170cm の例だと、”170” と入力する。上の設定では新しい列を追加してそこに 170 未満

は 1、170以上は 2と出力される。未満を以下と変えることもできる。また、160と 170で区切って

3つに分類する場合、”160,170” とカンマ区切りで入力する。結果は、1, 2, 3 の 3区分となる。新し

く作ったこのデータを元に差の検定を行ってもよい。 

 

12.4 データの標準化 

多変量解析ではデータを平均 0、（不偏）分散 1 に標準化して分析を実行することが多い。例えば
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主成分分析や正準相関分析の相関行列モデルなどがその例である。当初我々はこの標準化の機能を各

分析に持たせようと考えたが、今後も多くの分析で利用されることが考えられるので、別個に独立さ

せることにした。図 4.1にその実行画面を示す。 

 

 

図 4.1 データ標準化実行画面 

 

標準化では分散を固定する場合と不偏分散を固定する場合が考えられるのでメニューにその選択

肢を設けている。また、例えば偏差値のように平均と標準偏差の値を 0と 1以外に指定する場合もあ

るので、これらは利用者が設定できるようにした。結果は選択された変数のみを対象として実行する。

出力例を図 4.2に示す。 

 

 

図 4.2 データの標準化結果 

 

この結果をエディタに貼り付けることにより、そのまま標準化されたデータとして利用することが

できる。 
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１３．ＭＣＭＣ乱数発生 

共分散構造分析やベイズ統計などで有力な手法として利用されるマルコフ連鎖モンテカルロ法に

ついて、その性質を調べるために乱数発生のプログラムを作成した。発生した乱数はヒストグラムで

表示され、理論分布と比較することができ、そのままデータとしてグリッドに出力することもできる。

最初に、マルコフ連鎖モンテカルロ法の理論について述べ、次にプログラムの利用法について説明す

る。 

 

13.1 マルコフ連鎖モンテカルロ法による乱数発生 

時刻 t  に値 x  が確率 
( ) ( )t x  で生じる、ある確率変数 X  について、この値が、時刻 t  と

共に変化して行く過程 
(1) (2) ( ),  ,  ,  , tx x x  を確率過程という。マルコフ連鎖は、この確率過程が

時刻  t まで実現した後に、時刻 1t   での値 
 1t

x


 の発生確率 
( 1) (1) ( )( | ,  , )t tP X x x x  が

時刻 t  の値 
( )tx  だけによって決まるものをいう。すなわち、 

( 1) (1) ( ) ( 1) ( )( | ,  , ) (  |  )t t t tP X x x x P X x x     

である。 
( 1) ( ) ( 1) ( )(  |  )  (  |  )t t t tp x x P X x x    

とすると、この 
( 1) ( )(  |  )t tp x x

 は推移核と呼ばれる。値が離散的で有限個の場合、推移核はある

有限な定数行列（推移行列）となる。マルコフ連鎖が既約的、正回帰的、かつ非周期的であるとき、

エルゴード的であると言われ、以下の性質を満たすことが知られている。 
( ) (lim ) ( )t

t
x x 


  

ここに ( )x  はある不変分布である。即ち、どの状態から出発しても、 t   ではある状態 

( )x  に収束する。この状態を利用すると、以下の関係が成り立つことが分かる。 

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )( ) ( ) ( | )t t t t tx x p x x dx     

マルコフ連鎖が不変分布になっているための十分条件は隣接する 2 つの時刻 ,  1t t   に対して以

下の詳細つり合い条件が成り立つことである。 

       ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)| |t t t t t tx p x x x p x x     

我々はある提案分布により乱数を発生させ、ある条件に従ってこの詳細つり合い条件を満たすように

データをサンプリングする。我々の提案分布の密度関数を 1 2( | )q x x とすると、通常この分布は詳細

つり合い条件を満たさない。 
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( | ) ( ) ( | )t t t t t tx q x x x q x x     

さて、ここで、推移核  | 'p x x  をこの提案分布確率密度  | 'q x x  と、ある確率  | 'x x  を用

いて以下のように表す。 
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( | ') ( | ')  ( | ')p x x cq x x x x  

ここに c  は定数である。これは提案分布によって発生させた乱数を確率  | 'x x で選別して推移

核の定数倍に一致させようとするものである。 

この関係を詳細つり合い条件に代入すると定数 c  の自由度を残して以下となる。 

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( | )  ( | ) ( ) ( | )  ( | )t t t t t t t t t tx q x x x x x q x x x x         

確率の  | 'x x 値は 0から 1の範囲で、以下のように決めれば良いことが分かる。 

 
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( | ) ( ) ( | )t t t t t tx q x x x q x x     のとき、 

( 1) ( ) ( ) ( 1)( | ) 1 ,    ( | ) 1t t t tx x x x     

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)0 ( ) ( | ) ( ) ( | )t t t t t tx q x x x q x x      のとき、 

( ) ( 1) ( )
( 1) ( ) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( 1)

( ) ( | )
( | ) 1 ,    ( | ) 1

( ) ( | )

t t t
t t t t

t t t

x q x x
x x x x

x q x x


 




 

 
    

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( | ) ( ) ( | ) 0t t t t t tx q x x x q x x      のとき、 

( 1) ( ) ( 1)
( 1) ( ) ( ) ( 1)

( ) ( 1) ( )

( ) ( | )
( | ) 1 ,    ( | ) 1

( ) ( | )

t t t
t t t t

t t t

x q x x
x x x x

x q x x


 



 
 


    

これを 
( 1) ( )( | )t tx x 

 についてまとめると以下となる。 

( 1) ( ) ( 1)

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )

( ) ( | )
min  ,1  0

( | ) ( ) ( | )

1 0

t t t

t t t t t

x q x x

x x x q x x



 

 

 

  
  

   




分母

分母

 

即ち、乱数を提案分布により発生させ、確率 
( 1) ( )( | )t tx x 

 によって抽出すれば、目的の分布に従

う乱数を得ることができる。この方法を Metropolis - Hastings アルゴリズムという。 

 

さて、任意の密度関数 ( )x  からの乱数を得るために、提案分布として我々のプログラムでは正

規分布を考える。その確率密度関数は以下である。 
2

2

( )

2
1

( )
2

x

q x e










  

この乱数の発生法について、酔歩的に前時刻の位置を中心として発生させる場合と前回とは全く独立

に発生させる場合を考える。前者を酔歩連鎖、後者を独立連鎖と呼ぶ。 

酔歩連鎖では、状態 'x  から状態 x  への推移は、 'x  を中心として上の正規分布を発生させる

ので、  ( | ' ) ( )q x x q x x   となり、条件付き確率は具体的に以下となる。 

( ) ( 1) 2

2

( )

( ) ( 1) 2
1

( | )
2

t tx x

t tq x x e







 


   
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   

   1 2

2

( )

1 2
1

( | )
2

t t
x x

t t
q x x e








 




  

ここで、 0   の場合は 
( ) ( 1) ( 1) ( )( | )   ( | )t t t tq x x q x x   となることから、確率を決める式は以

下となる。 

( 1) ( ) ( 1) ( 1)

( ) ( 1) ( ) ( )

( ) ( | ) ( )

( ) ( | ) ( )

t t t t

t t t t

x q x x x

x q x x x

 

 

  


  

次に独立連鎖の場合は、これまでの位置に関係なく、上の乱数を発生させるので、 
( ) 2

2

( )

( ) ( 1) 2
1

( | )
2

tx

t tq x x e










   

( 1) 2

2

( )

( 1) ( ) 2
1

( | )
2

tx

t tq x x e







 


   

となり、確率を決める式は以下となる 
( ) 2

2

( 1) 2

2

( )

( 1) ( ) ( 1) ( 1) 2

( ) ( 1) ( ) ( )

( ) 2

( ) ( | ) ( )

( ) ( | )
( )

t

t

x

t t t t

t t t x

t

x q x x x e

x q x x
x e









 









  

 


  

この関係は、離散分布の場合にも適用され、我々は正規分布から得られた値を、小数点以下 1桁目

の四捨五入により整数化して、提案分布として利用している。 

 

次にこれを変数が複数ある場合に拡張する。時系列データを 
( )t

ix  とし、提案分布として我々は独

立な正規分布を考える。 
2

2
i

( )

2σ

1

1

1
( ,  ,  )

2

i ix
n

n

i i

q x x e










  

n  変数の場合も、1 変数の場合と同様に、酔歩連鎖と独立連鎖を考える。特に酔歩連鎖では 

0  ( 1,  ,  )i i n    とする。 

提案分布からの抽出確率は以下となる。 



( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )

1 1

( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( )

1 1

( , , , ) ( | , , , )
 ,1  0

( , , , ) ( | , , , )

1 0

t t t t t

i i i i i

t t t t t

i i i i i

x x q x x x
min

x x q x x x





 

 

  

 

  
  

   




分母

分母

.  

ここで、変数の順番を変えて次の時点の乱数を求めたとしても、抽出された乱数の分布には影響がな

いことが知られている。 

具体的に提案分布として上の独立な正規分布を考えると、酔歩連鎖の場合、 
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( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )

1 1( | , , , , , )t t t t t

i i i nq x x x x x  

  

( 1) 2 ( ) 2( 1) ( 1) 2

2 2 2

( )
1

2 2 2

1 1

1 1 1

2 2 2

t tt t
j i i k

j i k

x xx x
i n

j k ij i k

e e e
  

  

  


  

  

     

( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )

1 1( | , , , , , )t t t t t

i i i nq x x x x x 

  

より、以下となる。 
( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )

1 1 1( | , , , , , )t t t t t

i i i nx x x x x   

   

       1 1

1 1

( 1) ( 1) ( ) ( )

1 1

( , , , , , )
 ,1  0

( , , , , , )

1 0

t t t t

i i n

t t t t

i i n

x x x x
min

x x x x





 



 



  
  

    




分母

分母

 

独立連鎖の場合は同様であるので省略する。 

 

13.2 ハミルトニアン・モンテカルロ法による乱数発生 

ここでは新しく導入したハミルトニアン・モンテカルロ法について説明する。 

MCMCによる乱数発生では、初期値の設定は重要である。Metropolis-Hastings（MH）法の酔歩

乱数では、正規分布を使って最尤値に 1歩ずつ近づけていくために、初期値が最尤値から離れた位置

だと大きな標準偏差が必要である。しかし、最尤値に近いところで良い精度を出そうとすると適当な

大きさの標準偏差が必要となる。これらの相反する条件を解決する手法として期待されるのが

Hamiltonian Monte Carlo（HMC）法である。 

 HMC法は、変数を ( 1,2, , )q n   とした目的の分布と、変数を ( 1,2, , )p n   とした

独立な標準正規分布を合成した分布の密度関数を、力学のハミルトニアンH の関数式
He
とみなし、

ハミルトニアン（エネルギー）の保存則を利用して変数 q を決めて行く方法である。 

 今、発生させたい乱数の密度関数を ( )f q とし、それに独立な標準正規分布の密度関数を

 2 2( ) 1 (2 ) exp 2ng p p とすると、合成関数 ( ) ( )f gq p は以下のようになる。 

2( ) ( ) exp ( ) 2 exp[ ( , )]f g h p H
     q p q q p  

ここに、 ( ) log ( )h f q p はポテンシャルエネルギー、
2 2p は質点の運動エネルギーに相当

する。但し、質点の質量はすべて 1としている。このハミルトニアンの元で、運動方程式は以下とな

る。 

dp H

dt q






 


， 

dq H
p

dt p







 


 

この運動に際して、ハミルトニアンは以下のように不変である。 
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1 1

0
n ndq dp dq dp dp dqdH H H

dt dt q dt p dt dt dt dt

     

   

    
            
    

ハミルトニアンの不変性から、２つの時点 , ( )t t t t  で関数間の関係は以下となる。 

( ) ( ) ( ) ( )f g f g  q p q p  

ここに、上式では以下のように時間 ,t t が略されている。 

( ), ( ), ( ), ( )t t t t      q q p p q q p p  

 我々は変数qを初期値として与え、独立な n個の正規乱数を発生させ、それを変数pとする。こ

れらを使ってハミルトンの運動方程式を解き、新しい変数 , q p を求める。その際、位置 q で

2p d の乱数を発生させる確率は ( )dng p であるため、位置 q の近傍に到達する確率も ( )dng p

である。またこの過程を逆にたどることを考えると、位置 q で 2 p d の乱数を発生させ、位置q

の近傍に到達する確率は ( )dng p であるため、位置qから位置 q に到達する確率とその逆の確率の

比は ( ) : g( )g p p となる。ここで、上に述べた関係 ( ) ( ) ( ) ( )f g f g  q p q p を使うと、この比は

( ) : ( )f fq q となり、到達する位置の発生させたい密度関数の大きさに比例することになる。これ

がすべての２つの位置の間で成り立っていることから、qの値が得られる確率は ( )f q に比例する。

これは密度関数 ( )f q で乱数が発生したことになる。 

この手法はマルコフ連鎖を意識して利用しているわけではないが、関連を考えてみよう。マルコフ

連鎖では 1 つの状態 ( , )p q から他の状態 ( , ) p q に推移する場合、推移は推移核 ( , | , )S  q p q p を

用いて以下の形で表される。 

( ) ( ) ( , | , ) ( ) ( )f g S f g   q p q p q p q p  

運動が可逆過程であることから、推移も可逆的となり、 

( ) ( ) ( , | , ) ( ) ( )f g S f g   q p q p q p q p  

これらの関係より、 

( , | , ) ( , | , ) 1S S    q p q p q p q p  （確率 1でこの推移が起こる） 

( , | , ) ( ) ( ) ( , | , ) ( ) ( )S f g S f g     q p q p q p q p q p q p  

となり、詳細つり合い条件は自動的に満たされる。 

 この推移を実際に計算するには、オイラー法を拡張したリープ・フロッグ法を用いる。その際、微

分を差分で置き換えるため誤差が生じ、以下のような関係になるとする。 

( ) ( ) ( ) ( )f g r f g  q p q p  

これを補正するために MH法の考え方を利用する。 

( ) ( )
min  ,1  0

( , | , ) ( ) ( )

1 0

f g
r

f g

   
        




q p

q p q p q p
分母

分母
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即ち、リープ・フロッグ法で新しく得られた変数 q については、上に与えた確率 ( , | , )  q p q p で

採択の可否を決める。これは 1に近い値のため、採択率はかなり高くなる。 

最後に、オイラー法とリープ・フロッグ法の計算法を与えておく。 

n次元オイラー法 

( 1) ( )

( 1) ( ) ( )

p t p t h q

q t q t p t

  

  





    

  
 

n次元リープ・フロッグ法 

(2 )

(2 2)

(2 1) (2 ) ( 2)

(2 2) (2 ) (2 1)

(2 2) (2 1) ( 2)

q t

q t

p t p t dh dq

q t p t p t

p t p t dh dq

  

  

  








  

   

   

 

実際の計算での HMC法の使い勝手はどうであろうか。標準正規乱数を発生させるごとにリープ・

フロッグ法を用いるため、計算量（特に微分の部分）がかなり多くなる。採択率は上がるが、その分

計算量が増えるため、計算時間は MH 法に比べて長くなっている。しかし、乱数の精度から見ると

改良されているのではないかと思われる。 

次に初期値が最尤値から離れている場合の収束性について、これまでの計算では、遠くの最尤値ま

で速く収束するようには感じられない。むしろ初期値に対して最尤値が離れている場合は、密度関数

が計算誤差で 0 となってしまうところが問題のように思われる。これについては MH 法も HMC 法

もあまり変わらないように思う。 
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13.3 プログラムの利用法 

メニュー［分析－基本統計－MCMC乱数発生］を選択すると、図 1のようなメニューが表示される。 

 

図 1 MCMC乱数発生メニュー 

乱数発生には基本的にメトロポリス・ヘイスティングス法とハミルトニアン・モンテカルロ法があ

り、メニューで変更できる。 

プログラムを利用する際、まず「密度関数」テキストボックスに、出力させる目的分布の乱数の密

度関数を入力する。「例」のコンボボックスにサンプルが入っているので、それを参考にしてもらい

たい。ここではまず、密度関数 = 1/6*exp(-abs(x)/3) の 1次元の例を用いて説明を行う。 

目的分布の密度関数を入力したら、描画範囲の x軸の上限と下限を入力する。この範囲はあくまで

描画する際の表示範囲で、乱数発生はこれにとらわれない。乱数の発生範囲は、「最大・最小」ボタ

ンで、図 2のように表示される。 

 

図 2 乱数発生の最小・最大 

描画範囲が不明の場合はこの結果を参考にしてもよい。 

描画範囲として下限-20と上限 20を入力したら、まず、「ヒストグラム」ボタンで図 3aのようなヒ

ストグラムを描いてみる。 
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図 3a 乱数のヒストグラムと理論曲線（Seed=1） 

ヒストグラムと同時に出力した乱数の統計量も表示される。採択率は、Metropolis-Hastings アル

ゴリズムの抽出率をいう。 

図 3a の中の曲線は目的分布の密度関数を利用した理論値である。この場合少しずれているが、乱

数の「Seed」を変えることによって分布が異なってくる。例として、図 3bに Seed = 2 の場合を示

す。 

 

図 3b 乱数のヒストグラムと理論曲線（Seed=2） 

ヒストグラムの階級幅は「x分割」の数によって決まる。この場合、範囲が 40で x分割数が 20で

あるので階級幅は 2になっている。 

密度関数の形は、「描画」ボタンで見ることができる。但し、１変量関数グラフのプログラムを利

用するので、そのメニューが表示されるが、その中の「グラフ描画」ボタンをクリックすると図 4の

ようなグラフが表示される。 

 

図 4 密度関数グラフ 
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密度関数から求められる、平均、分散、標準偏差は、「統計量」ボタンで図 5のように表示される。 

 

 

図 5 統計量結果 

目的分布の関数形のみ分かって、スケールが不明の場合は、定数の部分に表示された値（１／面積）

を掛けておけばよい。乱数発生はスケールにはよらないので、特に掛けておく必要もない。 

提案分布については、酔歩乱数の場合、平均は 0とし、標準偏差は目的分布のものより小さくして

おくと無難である。提案分布の標準偏差を大きくして行くと乱数の尖度が小さくなる傾向があるので、

適当な標準偏差を選ぶことは重要である。また独立連鎖の場合、提案分布の平均と標準偏差を目的分

布に合わせておくと無難である。 

以上のようにして求めた乱数は、データとしてグリッドに出力できる。予め複数行のグリッドを用

意しておき、「出力列」コンボボックスで「範囲指定」を選び、列を選択して、「乱数グリッド出力」

ボタンをクリックする。また、「出力列」で「新規追加」を選択すると、新しい列を追加して乱数を

出力する。これは、メニュー「ツール－データ発生」の乱数発生と同じである。 

次に離散的な乱数発生について説明する。例えば「例」で、ポアソン分布を選択すると、「密度関

数」テキストボックスには、密度関数＝ exp(-λ)*λ^x/fact(x) が表示され、右下の「離散」チェック

ボックスにチェックが入る。離散分布の場合は、この「離散」チェックボックスのチェックが重要で

ある。密度関数にはパラメータλが含まれているが、利用者はこれを書き換えて適当な値にする。例

えば、λを 3とすると、exp(-3)*3^x/fact(x) となる。発生された最小値と最大値は「最小・最大」ボ

タンをクリックすることにより、0と 9であるから、「下限」を 0、「上限」を 10にして、「ヒストグ

ラム」ボタンをクリックすると図 6のようになる。 

 

図 6 ポアソン分布 

現在のバージョンでは、離散分布は 1 次元の場合だけに対応している。また、「描画」ボタンは離散
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分布に対応していない。 

次に 2次元の分布について見る。変数は xと yで与える。例として、密度関数のコンボボックスで

2変量正規分布を選ぶと、以下のような 2変量正規分布の密度関数の式が表示される。 

密度関数＝ 1/(2*pi*(1-r^2)^0.5)*exp(-(x^2-2*r*x*y+y^2)/2/(1-r^2)) 

ここで、r は相関係数を表す。例えば r を 0.5 と書き換えて、「描画」ボタンをクリックし、表示さ

れた 2変量関数グラフのメニューで、そのまま「グラフ描画」ボタンをクリックすると、図 7のよう

な密度関数グラフが表示される。 

 

図 7 2変量正規分布密度関数 

次に、「統計量」ボタンをクリックすると、図 8に示されるような結果が表示される。 

 

図 8 統計量結果 

出力される乱数の分布を見るために「ヒストグラム」ボタンをクリックすると図 9のような 2変量

ヒストグラムが表示される。 
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図 9 2変量ヒストグラム 

2変量の場合のグリッドへの乱数出力は、2列同時に出力されるので注意を要する。 
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１４．分布の検定 

14.1 分布の検定 

乱数データが与えられている場合、それが本当に自分が求める分布に従っているかどうか調べるこ

とは重要である。ここではこの分布の検定法について説明する。College Analysisでメニュー［分析

－基本統計－分布の検定］を選択すると図 1のような分析メニューが表示される。 

 

 

図 1 分析メニュー 

データは縦 1 列でグリッドエディタに入力されたものを使う。「変数選択」で、検定するデータの

変数を１つ選択し、メニューの「y =」テキストボックスに密度関数の形を数式で入力する。よく知

られた分布の場合は、上の「例」コンボボックスから図 2aのように選び、図 2bのようにパラメータ

と「下限」、「上限」を変更する。ここでは、自由度 3のχ2分布を例にする。 

 

     

図 2a 密度関数の指定                  図 2b パラメータと下限・上限の指定 

密度関数の性質を見るために、「統計量」ボタンをクリックすると図 3の結果を得る。 
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図 3 統計量 

これはデータを用いた統計量と統計量の理論値との比較である。但し、最小（全確率）と最大（1/

全確率）は、データでは最小と最大、理論値では全確率と 1/全確率を表す。 

次に「度数分布表」ボタンをクリックするとデータと理論値の度数分布の比較が、図 4のように表

示される。 

 

図 4 連続分布の度数分布表 

合計を除く一番上と一番下は、「下限」と「上限」に指定された領域以外についての度数と比率の和

である。ここで領域外の範囲は、密度関数の高さが分析メニューの「両端 y値」で指定された値より

小さくなった点までを計算する。図 4.4では「10.0<=x<30」の 30がその点である。 

次に、分析メニューで「ヒストグラム」をクリックすると、上の度数分布表の「下限」と「上限」

の範囲内のデータと理論的な密度曲線が図 5のように表示される。 

 

図 5 連続分布のヒストグラム 
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度数分布表やヒストグラムにより、定性的な分布の検討ができる。 

次にもう少し、分布との一致を見易くするために、分析メニューの「p-pプロット」をクリックす

る。結果は図 6のようになる。 

 

図 6 p-pプロット 

これは、データと理論値の適合性を見るための直線で、適合が良ければプロットはこの図のように直

線状に並ぶ。これは正規性の検定の「正規確率紙」の方法（一般に q-qプロットと呼ぶ）に類似する

もので、縦軸が累積確率、横軸が理論的な確率である。（現在のバージョンでは、縦軸と横軸の役割

が逆になっている。） 

p-p プロットを数値的に検定する方法がコルモゴロフ－スミルノフ（Kolmogorov-Smirnov）検定

である。これは略して、K-S検定と呼ばれる。この検定はプロットがこの直線から最大どれ位離れて

いるかで適合の検定確率を求める。分析メニューで「K-S検定」ボタンをクリックすると図 7のよう

な結果が得られる。 

 

図 7 K-S検定結果 

また分布の検定には、図 4の度数分布表をもとに、度数分布が理論比率に合っているかどうかを調

べる適合度検定がある。これは分析メニューの「適合度検定」ボタンをクリックして得られる。分割

は、度数分布表で与えられる分割を利用する。但し、理論比率が 0の部分は分析から除外する。結果

を図 8に示す。 
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図 8 適合度検定結果 

この適合度検定は離散的な分布に対しても適用できる。分析メニューの離散チェックボックスにチ

ェックを入れた後に「度数分布表」ボタンをクリックして表示される、λ=4 のポアソン分布に対す

る度数分布表を図 9に示す。 

 

図 9 離散分布の度数分布表 

これを「ヒストグラム」で表わすと図 10のようになる。 

 

図 10 離散分布のヒストグラム 

この乱数について「適合度検定」を実行すると図 11のような結果となる。 
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図 11 適合度検定結果 

最後に、連続分布の場合は、「密度関数描画」ボタンで、関数描画用のメニューが表示され、関数

グラフを描くことができる。 

仮説検定を利用する場合、検定結果から、分布と異なることは示されるが、指定された分布になる

という保証はない。特に、データ数が少ない場合には、有意差を見出すことが困難なため、注意を要

する。また、連続分布の場合、分割数をいくつにするのか、どこに分割の境界を持ってくるのかで、

検定結果が変わる場合もある。いろいろな場合で試して、総合的に確信を得る以外に方法はないので

はなかろうか。 

 

14.2. パラメータの最尤推定 

得られたデータ ( 1, , )x N   が、特定の分布に従うかどうかを調べる際、分布のパラメータ

が既知であるとは限らない。そのため、多くの場合、与えられたデータを用いて各種分布のパラメー

タを推定し、その下で検定の問題を考えることになると思われる。そこで、メニュー［分析－基本統

計－分布と検定］で表示される図 1の分析実行メニューに、パラメータを自動的に推定する機能を加

えた。分布を選んで「推定」ボタンをクリックすると左のテキストボックスに推定値が表示される。 

 

図 1 分布と検定実行メニュー 

ここでは分布毎にパラメータを推定するための方法を具体的に与えておく。 
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正規分布 ( )x     

密度関数：
2 2 2
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L





  
  

  
U ， 

2 2 2 2

2 2 2 2 2

log log

log log ( )

L L

L L

  

  

     
  

     
  

2
1

1
log ( ) 0

N

L x


 
 

        

1

1 N

x
N







   

2 2

4 2
1

1
log ( ) 0

2 2

N N
L x



 
 

        
2 2

1

1
( )

N

x
N




 


   

以上で解析的に求めることが可能であるが、プログラムでは練習問題としてニュートン・ラフソン法

を用いて計算を試している。 

2 2

2
log

N
L 


     

2 2

4
1

1
log ( ) 0

N

L x


  
 

        

2 2 2 2

6 4 4
1

1
log ( ) ( )

2 2

N N N
L x



 
  

         

初期値は
2

0 00, 1   を用いている。 

注）
2 2

2

2
log

N
L 


     

2 2 2 2 2 2log 4 log ( )L L        

パラメータの推定にはどちらの値を用いるべきだろうか。 

 

χ2分布 (0 )x    パラメータが離散的 

密度関数：
2 1

2

1
( ) exp( 2)

2 ( 2)

n

n
f x x x

n

 


  

尤度関数：
2 1

2
1

1
exp( 2)

2 ( 2)

N
n

Nn N
L x x

n
 







 


  
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対数尤度：

1 1

2 1
log log( ) log 2 log ( 2)

2 2 2

N Nn Nn
L x x N n 

  


       

2 2

n   のとき、
2( )E n   の性質を用いて、 

0.5n x       注） x  は xを越えない最大の整数 

これを元に
max(1 ) 5 5n n n     の範囲で最大の対数尤度を与える自由度

maxn を求めている。 

 

Ｆ分布 (0 )x    

密度関数：

1
1

1 2

2
2 1

1

( ) 2

1 2 2 1 2

1
( )

( 2, 2) (1 )

n
n

n n

n x
f x

B n n n xn n





 
  

 
  

尤度関数：

1
1

1 2

2
2 1

1

( ) 2
11 2 2 1 2

1

( 2, 2) (1 )

Nn
nN

n nN

xn
L

B n n n x n n



 






 
  

 
  

対数尤度：

1 1 2
1 2

1 1

1
1 2 1 2

log 1 log( ) log(1 )
2 2

log( ) log ( 2, 2)
2

N Nn n n
L x x n n

Nn
n n N B n n

 
  

 
    
 

 

 
 

2

2

[ ]
2

n
E X

n



 

2( 2)n  ，

2

2 1 2

2

1 2 2

2 ( 2)
[ ]

( 2) ( 4)

n n n
V X

n n n

 


 
 

2( 4)n    を利用して、 

2

2 [ ]

[X] 1

E X
n

E



 ，

2

2 2
1 2 2

2 2 2

2 ( 2)

( 2) ( 4) [ ] 2

n n
n

n n V X n




  
 

これを元に、ぶれが大きいので、
max(1 ) 20 20i i in n n     の範囲で対数尤度を最大化する

maxin を求めている。 

 

ｔ分布 ( )x     

密度関数：

( 1) 2
21

2

2

( )
( ) 1

( )

n
n

n

x
f x

nn

 
  

  
  

  

尤度関数：

( 1) 2
21

2

12

( )
1

( )

N n
Nn

n

x
L

nn





 




   
        

  

対数尤度：

2 1
2

1 2

( )1
log log 1 log

2 ( )

N n

n

xn
L N

n n



 





   
           

  

平均： [ ] 0E X   
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分散： [ ]
2

n
V X

n



 を利用して、 

2 [ ]

[ ] 1

V X
n

V X



 

これを元に
max(1 ) 5 5n n n     の範囲で最大の対数尤度を与える自由度

maxn を求めている。 

 

ガンマ分布 (0 )x    

密度関数：
11

( ) exp( )
( )

a

a
f x x x b

b a

 


  

尤度関数：
1

1

1
exp( )

[ ( )]

N
a

a N
L x x b

b a
 







 


  

対数尤度：

1 1

1
log ( 1) log log log ( )

N N

L a x x Na b N a
b

 
  

        

1

log log log ( ) ( )
N

L a x N b N a a


        

2

1

log 1
N

L b b x N a b


     

2 2 2 2log ( ) ( ) ( ) ( )L a N a a a a            

2 log L a b N b      

2 2 3 2

1

log 2
N

L b b x N a b


      

初期値は 0 00.5, 0.5a b  を用いている。 

 

逆ガンマ分布 (0 1)x   

密度関数：
1( ) exp( )

( )

a
ab

f x x b x
a

  


  

尤度関数：
1

1

( ) exp( )
N

N
a aL b a x b x 



 



       

対数尤度：
1 1

log ( 1) log (1 ) log log ( )
N N

L a x b x Na b N a 
  

         

1

log log log ( ) ( )
N

L a x N b N a a


         

1

log (1 )
N

L b x N a b


      

2 2 2 2log ( ) ( ) ( ) ( )L a N a a a a            
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2 log L a b N b     

2 2 2log L b N a b     

初期値は 0 00.5, 0.5a b  を用いている。 

 

ベータ分布 (0 1)x    

密度関数：

1 1
1 1(1 ) ( )

( ) (1 )
( , ) ( ) ( )

a b
a bx x a b

f x x x
B a b a b

 
   

  
 

  

尤度関数：
1 1

1

1
(1 )

( , )

N
a bL x x

B a b
 



 



   

対数尤度：

1 1

log ( 1) log ( 1) log(1 ) log ( , )
N N

L a x b x N B a b 
  

        

1

( , )
log log

( , )

N
aB a b

L a x N
B a b




     

1

( , )
log log(1 )

( , )

N
bB a b

L b x N
B a b




      

2
2 2 ( , ) ( , )
log

( , )

aa aB a b B a b
L a N

B a b B

 
     

 
 

2

2

( , ) ( , ) ( , )
log

( , ) ( , )

ab a bB a b B a b B a b
L a b N

B a b B a b

 
      

 
 

2
2 2 ( , ) ( , )
log

( , )

bb bB a b B a b
L b N

B a b B

 
     

 
 

初期値の設定で、平均値が 0に近い場合は 1,5、1に近い場合は 5,1、0.5に近い場合は 0.5, 0.5など

を使う。小さい方から大きい方へ近づけて行くことは問題ないが、大きい方から小さい方へ近づけて

行く際にはエラーが出る。 

 

ワイブル分布 (0 )x   （失敗例） 

通常の ,a bを使って最尤法を試みた。 

密度関数：    
1

( ) ( ) exp
a a

f x a b x b x b
   

 
 

尤度関数：    
1 1

1 1

( ) exp exp[ ]
N N

a aN N Na a a aL a b x b x b a b x x b   

 

   

 

    
    

対数尤度：

1 1

log ( 1) log log log
N N

a aL a x b x N a Na b 
 



 

        
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1 1 1

log log log log log
N N N

a a a aL a x b b x b x x N a N b   
  

 

  

            

1

1

log
N

a aL b ab x Na b


 



     

2 2 2

1 1

2 2

1

log (log ) 2log log

(log )

N N
a a a a

N
a a

L a b b x b b x x

b x x N a

  
 

 


 

 





      

  

 


 

2 1 1

1 1

log (1 log ) log
N N

a a a aL a b a b b x ab x x N b  
 

   

 

          

2 2 2 2

1

log ( 1)
N

a aL b a a b x Na b


 



       

この方法は、収束が思うように行かず、エラーとなった。 

 

ワイブル分布 (0 )x    再度 

上記の失敗を踏まえ、生存時間分析で用いたパラメータの推定法を利用する。 

密度関数：    
1

( ) ( ) exp
a a

f x a b x b x b
   

 
 

尤度関数：

   
1 1

1 1

1

1

( ) exp exp[ ]

exp[ ]

N N
a aN N Na a a a

N
N N a a

L a b x b x b a b x x b

a e x x e

   

 

 

 



   

 





    
 

 

 


 

 
1

1 1

log ( , ) log ( 1) log

( 1) log log

N
a

N N
a

L a b a a x x e

a x e x N a N



 




 
 







 

      

    



 
 

1 1

log log log
N N

aL x e x x N a
a



  
  


   


   

1

log
N

aL e x N


 


  


  

2
2 2

2
1

log (log )
N

aL e x x N a
a



 



  


  

1

log log
N

aL e x x
a


 

 


 

 
  
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2

2
1

log
N

aL e x


 


 


  

初期値は 0 2, 2a   を用いている。 

 

指数分布 (0 )x    

密度関数： ( ) exp( )f t a ax   （ 0x  ） 

尤度関数：

11

exp( ) exp
N N

N N

i

L a ax a a x 


 
    

 
  

対数尤度：

1

log log
N

i

L N a a x


     

1

log 0
NN

L x
a a





  


   

1

N

a N x


   

2

2 2
log

N
L

a a


 


 

この逆数は、推定値の分散を与える。（今回は使わない） 

推定値は解析的に求まるが、練習問題として最尤法を用いてみる。 

初期値は 0.1a  を用いている。 

 

ポアソン分布 (0 )x   ，整数 

確率関数： ( ) !a xP x e a x   

尤度関数：

1 1

! !
N N

x xa NaL e a x e a x 

 

 

 

 

     

対数尤度：

1 1

log log log !
N N

L Na a x x 
  

       

1

1
log

N

L a N x
a




        

2 2

2
1

1
log

N

L a x
a




       

初期値は 0.1a  を用いている。 

 

2 項分布 (0 )x   ，整数 

まず以下の関係を使って、度数 nを求める。 

[ ]E X np ， [ ]V X npq  
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2[ ]

[ ] [ ]

E X
n

E X V X



 

次に最尤法を使って、確率 p を求める。 

確率関数： ( ) (1 )x n x

n xP x C p p     

尤度関数： 

1

(1 )
N

x n x

n xL C p p 









   

対数尤度： 

1 1 1

log log log log(1 ) ( )
N N N

n xL C p x p n x
  

    

        

1 1

1 1
log ( )

1

N N

L p x n x
p p

 
  

    


    

2 2

2 2
1 1

1 1
log ( )

(1 )

N N

L p x n x
p p

 
  

     


    

これも解析的に解を求めることができるが、最尤法の演習とする。 

初期値は 0.5p  を用いている。 
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１５．自由記述集計 

 アンケートなどで自由記述欄を設けた際、その文章を検索してキーワードを見出し、

その出現頻度を求め、文中でのキーワード同士の連携関係を求めることはテキストマ

イニングの初歩として重要である。我々はデータの特殊な集計法として、この自由記

述文の検索と集計プログラムを College Analysisの基本統計に加えることにする。 

 本格的な大量データのテキストマイニングには自動的な形態素解析が必須であり、

現在の我々のシステムでは不可能である。しかし、規模の小さな自由記述データでは

分析者の判断によるキーワード抽出が可能であり、これを利用したデータ処理はある

程度可能である。このプログラムはこれらの分析を行うためのツールである。 

 

 メニュー［分析－基本統計－自由記述集計］を選択すると、図１に示す分析メニュ

ーが表示される。 

 

図 1 自由記述集計分析メニュー 

 データは図 2 のように、自由記述データと数値や記号を混在させてもよい。右端の

「検索 1」の列は、元々のデータではなく、検索のために追加した列で、利用法は後で

説明する。 
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図 2 自由記述集計のデータ形式 

通常の基本統計の集計と同じように、集計の形式を「群別データから」、「先頭列で

群分け」、「先頭列に文字列を含む列」の中から選択することができるが、最初の２つ

は基本的に通常の基本統計の集計の場合と同じである。これらについては順に説明し

て行く。 

最初に「群別データから」の場合について、検索文字列で "教育" と指定し（両側の

""は入力しない）、変数選択で自由記述１だけを選択して、「文字列検索」ボタンをクリ

ックすると、図 3左、「文字列統計」ボタンをクリックすると図 3右のような検索結果

を得る。 

   

図 3 「群別データから」での検索結果１ 

 検索文字列には、& (and)、| (or) やワイルドカード「*」が利用できる。ワイルド

カードは * が何文字までに対応するかを「* 対応数≦」として指定することができる。

例えば、検索文字列に、 "教育*関心|幸" と指定し、変数選択で自由記述 1 と自由記

述 2 を選択して、「文字列検索」ボタンをクリックすると、図 4 左、「文字列統計」ボ

タンをクリックすると図 4右のような検索結果を得る。 
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図 4 「群別データから」での検索結果２ 

集計の形式が「群別データから」であるため、２つの変数は独立に検索対象になって

いる。また、図 3及び図 4の右側の表で、合計の下に検索文字列が表示されているが、

これは、合計までが or で分けて検索した結果、その下が検索文字列でそのまま検索し

た結果を表している。一般に上の合計と下の結果は異なるが、今の場合は同じ数にな

っている。図 3のように andや orを使わない場合は全く同じものが表示されている。 

 次に集計方法として「先頭列で群分け」を選択し、検索文字列で "教育" と指定し、

変数選択で地域と自由記述 1を選択して、「文字列検索」ボタンをクリックすると、図

5左、「文字列統計」ボタンをクリックすると図 5右のような検索結果を得る。 

   

図 5 「先頭列で群分け」での検索結果 

これは地域による群分けを実行した後で検索を実行した結果である。 

 最後に「先頭列に検索文字列を含む列」では、変数選択で、例えば図 2 の検索 1 の

列を最初に選択し、検索対象とする列を次に選択する。この例では、検索文字列で "

教育&関心|学歴|幸せ" と指定し、その後の変数を群別データからで選択したものと

することと同等である。例えば変数選択で、検索 1、自由記述 1、自由記述 2を選択し

て、「文字列検索」ボタンをクリックすると、図 6 左、「文字列統計」ボタンをクリッ

クすると図 6右のような検索結果を得る。 



自由記述集計／基本統計 

79 

 

  

図 6「先頭列に検索文字列を含む列」での検索結果 

 次に、集計の形式を「群別データから」として、変数選択で自由記述 1 を選び、検

索文字列を "教育" として、出力列を「新規追加」のまま「群分け出力」ボタンをクリ

ックすると、図 7 のように、新たな列が追加され、選択文字列を含むレコードに 1、

含まないレコードに 0が出力される。 

 

図 7 群分け出力結果 

これを用いると、２つの検索文字列の相関などを求めることが可能となる。And で検

索した結果を見るより、関係が分かり易くなると思われる。 

 我々はアンケートにある自由記述欄をある程度数値的に検討できるようになるプロ

グラムを College Analysis に追加した。本格的なテキストマイニングの機能について、

現在は考えていないが、今後必要になる可能性もある。これは、現在棚上げ状態にあ

る質的研究のためのツールと連動して考えて行く必要があるだろう。 
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１６．検定の効率化 

 統計の処理や検定では、１つ１つの項目の性質を見極め、十分検討しながら処理を行うことが重要

であるが、質問項目の多いアンケート調査などでは、最初にある程度の結果を出し、有意差の出そう

なものを見つけて、後で詳しく調べたいと考えることがある。今回この方法を実現するために、χ2

検定、2群間の量的データの検定、実験計画法の中に、複数の処理を一度に行う機能を追加した。こ

こでは、簡単な以下の例を元にこれらの機能を紹介する（検定の効率化.txt）。 

１）合否（１：合格，２：不合格・質） 

２）クラブ活動（３段階・質） 

３）アルバイト（３段階・質） 

４）社会活動（２段階・質） 

５）専門知識（点数・量） 

６）高校成績（点数・量） 

７）大学成績（点数・量） 

８）出席率（％表示・量） 

メニュー［基本統計－質的データの集計］を選択すると、図 1のようなメニューが表示されるが、こ

れは元のメニューと変わらない。 

 

図 1 質的データの集計メニュー 

2次元分割表を描くには通常２つの質的データを選択するが、処理を一度に行う場合は、例えば、１）

合否～４）社会活動までまとめて選択する。その後「分割表の作成」ボタンをクリックすると、以下

のように、先頭列（最初に選んだ変数）を元に１つの分割表が横１行にまとまって表示される。 

 

図 2 まとめて表示された 2次元分割表 

χ2検定についても、図 3のようにメニューの上では変更がない。 
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図 3 χ2検定メニュー 

しかし、まとめて変数を選んだ場合は、テキスト表示と違い、図 4のようなグリッド表示となる。 

 

図 4 まとめて表示されたχ2検定結果 

ここで、集計結果では 0を入れていた部分は、検定では省略され、2行 2列の分割表として処理され

ていることが、社会活動の自由度(行数-1)×(列数-1)から分かる。その他の質的なデータの集計や検定

については、データの形式からまとめて処理することがないと思われるので、変更を加えていない。 

量的なデータについては、対応のない 2群間の比較と 1元配置実験計画法の問題に機能追加をおこ

なった。例えば、ｔ検定のメニューは、図 5のように与えられ、変更はないが、 

 

図 5 ｔ検定メニュー 

「先頭列で群分け」で、通常 2つの変数を選ぶところを、群分けする変数１）合否に続いて５）専門

知識～８）出席率のように複数の変数を選んで、「検定」ボタンをクリックすると、図 6 に示される

ように一括で処理される。 
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図 6 まとめて表示されたｔ検定結果 

Welchのｔ検定や Wilcoxonの順位和検定でも同様の機能追加がなされている。 

さて、量的データの検定では、データの分布によって検定方法を変えるのが一般的であるので、こ

のようにすべてｔ検定で行うのは好ましくない。そこで我々は、図 7のように、量的データ検定メニ

ューに検定を自動選択するボタンを加えた。 

 

図 7 量的データ検定メニュー 

変数を上のｔ検定の場合と同じように選び、対応なしの下の「自動」ボタンをクリックすると、図 8

のように、検定が自動検索される様子が示され、結果が表示される。 

 

図 8 2群間の比較検定自動検索結果 

ここで、正規性の検定には S-W検定（このプログラムの場合は近似）、等分散性の検定には F検定が

片側確率で利用されている。群別データの場合は、選択した複数の変数を、条件を変えた１つの変数

として考えるので、結果は１行で表示される。他の検定については、データの形式から、一括で処理

することがないのでこれまで通り１種類ずつ処理する。 
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ここで 2 群間の比較を考えたので、3 群以上の比較についても同様の機能拡張を行う必要がある。

これは 1元配置の実験計画法の問題である。メニュー［多変量解析－実験計画法］を選択して表示さ

れる実行画面を図 9に示す。 

 

図 9 実験計画法メニュー 

この中で、先頭列で群分けの場合、1 元配置分散分析と Kruskal-Wallis 検定では一括処理が可能で

ある。例えば、群分けする変数３）アルバイトに続いて５）専門知識～８）出席率と複数の変数を選

んで、「1元配置分散分析」ボタンをクリックすると、図 10に示されるように一括で処理した結果が

表示される。 

 

図 10 まとめて表示された 1元配置分散分析結果 

実験計画法でもデータの分布によって検定方法を変えるので、図 10 のメニューでも検定を自動選

択するボタンを加えてある。1 元配置分散分析と同じ変数を選択し、図 10 の「自動選択」ボタンを

クリックすると図 11の結果が表示される。 

 

図 11 1元配置検定自動検索結果 
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他の検定については、データの形式から、一括で処理することがないのでこれまで通り１種類ずつ処

理する。 
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１７．層別分割表の検定 

 質的データ同士の関係を調べるための基本的な統計手法は 2次元分割表に基づく検定である。例え

ばたばこ摂取の度合いにより、ある疾病の罹患状況に差があるかどうか調べるといった場合、たばこ

摂取の有無による差を見る場合はオッズ比の検定（ほぼ通常のχ2 検定と同様）を行い、たばこの用

量－反応関係を調べる場合は Mantel-extension 法などのトレンドの検定手法を利用する。しかし、

これは本当に正しいのであろうか。疾病の原因は、たばこだけとは限らないし、日頃の生活管理にも

影響される。例えば、喫煙しない人が、健康のために毎日の適度な運動習慣を持っているということ

はないであろうか。この例のように２次元分割表における見かけの差の背後に結果に影響を及ぼす交

絡因子（背景因子）が存在することがある。この交絡因子の影響を調整して分割表の有意差を検定す

る手法が層別分割表の検定である 1)。 

 

17.1 計算方法 

 ここで取り扱う検定手法は、層別 2× 2 分割表に対する Mantel-Haenszel 法と層別

Mantel-extension 法である。前者は交絡因子を調整したオッズ比（相対危険度）の違い、後者は交

絡因子を調整した用量－反応関係を検定する方法である。 

 

オッズ比の検定 

 患者－対照調査で、要因の有無により、表 1のような分割表が得られたとする。 

表 1 オッズ比検定のための 2×2分割表 

 対照 患者 合計 

要因無 11x  12x  
1m  

要因有 21x  22x  2m  

合計 1n  2n  N  

このデータに対して患者群と対照群のオッズ比の観測値 RR  は以下で与えられる。 

22 12 11 22

21 11 12 21

/

/

x x x x
RR

x x x x
   

オッズ比の検定について、帰無仮説 H0と対立仮説 H1は以下で与えられる。 

H0： 1RR   

H1： 1RR   

この検定には以下の関係を利用する。 

 
 11 22 12 21

1 2 1 2

1
 ~  0,1

N x x x x
D N

m m n n

 
  
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オッズ比 RR  の  1 α 100%   信頼区間は以下で与えられる。 

   1 /2 / 1 /2 /Z D Z D

RR RR RR
  

   

これを Miettinenの検定に基づく信頼区間という。 

 次はこの検定から交絡因子の影響を取り除く方法を述べる。交絡因子がある場合、集計には表 2の

層別 2×2分割表を用いる。 

表 2 交絡因子を調整したオッズ比検定のための層別 2×2分割表 

 第 1階層  第 K  階層 

 対照 患者 合計  対照 患者 合計 

要因無 
111x  

112x  
11m   11Kx  

12Kx  1Km  

要因有 121x  
122x  

12m   21Kx  22Kx  
2Km  

合計 11n  12n  
1N   1Kn  

2Kn  
KN  

 

我々は交絡因子の階層数を K  とし、各階層に対して表 1 の 2×2 分割表を考える。その際

Mantel-Haenszelによる調整されたオッズ比は以下で与えられる。 

11 221

12 211

/

/

K

k k kk
MH

K

k k kk

x x N
RR

x x N









 

調整されたオッズ比について 1MHRR   の検定は以下の性質を利用する。 

 

 

 
22 2 21 1

1 2 1 2

21

/
 ~  0,1

1

K K

k k k kk k

K
k k k k

k
k k

x m n N
D N

m m n n

N N

 








 



 

オッズ比 
MHRR  の Miettinenの検定に基づく  1 α 100%   信頼区間は以下で与えられる。 

   1 /2 / 1 /2 /Z D Z D

MH MHMHRR RR RR
  

   

 

用量反応関係の検定 

 続いて、表 3で与えられる用量－反応関係検定のための r×2分割表について述べる。 
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表 3 用量－反応関係検定のための r×2分割表 

 対照 患者 合計 

用量 1 11x  12x  
1m  

用量 2 21x  22x  2m  

    

用量 r  1rx  2rx  rm  

合計 1n  2n  N  

 

これはトレンドの検定としてすでに取り上げてある問題であるが、交絡因子調整の前段階として再度

公式を与えておく。帰無仮説 H0と対立仮説 H1は以下で与えられる。 

H0： 1 21 rOR OR OR    （トレンドなし） 

H1： 1 21 rOR OR OR     または 
1 21 rOR OR OR    （トレンドあり） 

この検定のためにはまず、合計得点 O  、合計得点の平均 E  、合計得点の分散 V  を計算する。 

2

1

r

j j

j

O x X


  

2

1

/
r

j j

j

E n m X N


 
   
 
  

 

 

2

2 2 2

2
1 11

r r

j j j j

j j

n N n
V N m X m X

N N  

      
              

   

ここで jX  は用量 j  群への得点を表す。これには 1 ~ r  の値を与えるなど、何種類かの与え方

があるが、我々は以下のような j  群の順位 jR  を用いている。 

1

1

1
/ /

2

j
j

j j i

i

n
X R N m N





 
   

 
  

これらの量を用いて以下の性質を利用する。 

  ~  0,1
O E

Z N
V


  

 次に交絡因子がある場合の分割表を表 4に示す。 
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表 4 交絡因子を調整した用量－反応関係検定のための r×2分割表 

 第 1階層  第 K  階層 

 対照 患者 合計  対照 患者 合計 

用量 1 111x  
112x  

11m   11Kx  
12Kx  1Km  

用量 2 121x  
122x  

12m   21Kx  22Kx  
2Km  

        

用量 r  1 1rx  1 2rx  
1rm   1Krx  

2Krx  Krm  

合計 11n  12n  
1N   1Kn  

2Kn  
KN  

 

この検定のためにはまず層別の合計得点 kO  、合計得点の平均 
kE  、合計得点の分散 kV  を計算

する。 

2

1

r

k kj j

j

O x X


  

2

1

/
r

k k kj j k

j

E n m X N


 
   
 

  

 

 

2

2 2 2

2
1 11

r r
k k k

k k kj j kj j

j jk k

n N n
V N m X m X

N N  

      
              

   

ここで jX  は j  群への得点を表す。得点の与え方にはいくつかの方法があるが、我々は以下のよ

うな j  群の順位 jR  を用いた方法を取っている。 

1

1 1 1 1 1

1
/ 1 /

2

jK K K K

j j k ki kj k

k i k k k

X R N m n N


    

  
     

  
     

トレンドの検定にはこれらの値を用いた以下の性質を利用する。 

   
1 1

/  ~   0,1
K K

k k k

k k

Z O E V N
 

 
  
 
   

 

17.2 プログラムの利用法 

これらの検定について、我々の作成したソフトの利用法について説明する。メニュー［分析－基本統

計－層別分割表の検定］をクリックすると、図 1の実行メニューが表示される。 
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図 1 実行メニュー 

ラジオボタン「データから」を選択すると、図 2のようなデータからの読み込みになる。 

 

図 2 「データから」を選択した場合のデータ形式 

変数選択は、交絡因子（年齢区分）、曝露変数（コーヒー）、患者・対照変数（患者）の順に選ぶ。こ

のデータは曝露変数について 0 ～ 3 の 4 区分に分類されており、Mantel-extension 法に用いるデ

ータである。Mantel-Haenszel法では曝露変数について 2区分のデータが用いられるが、データの形

式や選択法は同じである。 

 「合計表示」のチェックボックスにチェックを入れて、「層別分割表」ボタンをクリックすると、

図 3のような合計を含む分割表が得られる。 

 

図 3 合計を含む層別分割表 
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 「合計表示」のチェックボックスのチェックを外し、「層別分割表」ボタンをクリックすると、図

4のような合計を含まない分割表が得られる。 

 

図 4 合計を含まない層別分割表 

この分割表の形式は、検定を行う際の、ラジオボタン「分割表から」を選択した場合のデータ形式で

もある。分割表から検定を行う際に合計は不要である。 

 曝露変数が 2 分類の場合、交絡因子を調整したオッズ比の検定である Mantel-Haenszel 法が利用

可能である。同名のボタンをクリックすると計算結果が図 5のように表示される。 

 

図 5 層別 Mantel-Haenszel法計算結果 

 曝露変数が 2 分類以上の場合、交絡因子を調整したトレンドの検定である Mantel-extension 法が

利用可能である。同名のボタンをクリックすると計算結果が図 6のように表示される。 

 

図 6 層別 Mantel-extension法計算結果 

ここで用いた例や計算結果は、参考文献 1) の中に与えられたものである。 
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