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１．実験計画法 

1.1 実験計画法の理論 

実験計画法は、異なるいくつかの条件下でデータを求め、その間に差があるかどうか検討する手法

の総称である。このプログラムではこれらの分析の関係を図 1 のようにまとめ、それに基づいて分析

メニューが作られている。 

実験計画法

１元配置分散分析

２元配置分散分析２元比較

１元比較正規性・

等分散性

あり

上記以外
Kruskal-Wallis 検定

Friedman 検定２元比較

１元比較

ラテン方格法 配置比較

Bartlett 検定

 

図 1 実験計画法の全体像 

 

1) １元配置分散分析 

１元比較の場合、データは表 1 の形で与えられる。ここに水準数は p、水準 i のデータ数は in で与

えられ、データは一般に ix で表わされる。 

 

表 1 １元比較のデータ 

水準 1 水準 2 … 水準 p 

11x  21x  … 1px  

12x  22x  … 2px  

: :  : 

11nx  
22nx  … 

ppnx  

 

位置母数の比較は正規性と等分散性の有無によって１元配置分散分析か、Kruskal-Wallis 検定かに

分かれる。正規性が認められ、多群間の等分散性が認められる場合には、１元配置分散分析が利用で

きる。この等分散性の検定には Bartlett 検定を利用することができる。 

１元配置分散分析のデータ ix は、水準 i に固有な値 i と誤差  i を用いて以下のように表わされ

ると考える。 

   iiix  ，  ),0(~ 2  Ni 分布［異なる i, について独立］ 

データの全変動 S は、水準内変動 ES 及び水準間変動 PS を用いて以下のように表わされる。 

 PE

p

i

ii

p

i

n

ii

p

i

n

i SSxxnxxxxS
ii

 
   1

2

1 1

2

1 1

2 )()()(






  
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誤差  i の正規性から、それぞれの変動は以下の分布に従うことが分かる。 

 
2

1

2 ~ nS  分布， 
22 ~ pnES  分布，

2

1

2 ~ pPS  分布 

 １元配置分散分析は、 0i として、以下の性質を利用する。 

 pnp

E

P F
pnS

pS
F 




 ,1~

)(

)1(
分布 

 

2) Kruskal-Wallis の順位検定 

Kruskal-Wallis の順位検定は、データの分布型によらず、p 種類の水準の中間値に差があるかどう

か判定する手法である。まず、全データの小さい順に順位 ir を付け、水準ごとの順位和 iw を求め

る。但し、同じ大きさのデータにはそれらに順番があるものとした場合の順位の平均値を与える。検

定には各水準の中間値が等しいとして以下の性質を利用する。 

 
2

1

1

2

~
2

1

)1(

12




 






 



 p

p

i i

i
i

n

n

w
n

nn
H  分布 

 

3) Bartlett の検定 

Bartlett の検定は、各水準の母分散が等しいとして以下の性質を利用する。 

 
2

1

1

2 ~log)1(log)(
1












  p

p

i

iiE VnVpn
C

 分布 

ここに、 EV ， iV ，C は n を全データ数として以下のように与えられる。 

 
 





p

i

n

iiE

i

xx
pn

V
1 1

2)(
1



 ， 






in

ii

i

i xx
n

V
1

2)(
1

1



 ， 

 

















 



p

j j pnnp
C

1

1

1

1

)1(3

1
1  

 

4) ２元配置分散分析 

 ２元比較の場合、２つの水準間または水準とブロック間の差を同時に検定する。前者は２つの水準

の交点に複数のデータを含んだデータ構造であり、繰り返しのある場合とも言われる。後者は水準と

ブロックの交点に完備乱塊法によって得た１つのデータが含まれ、繰り返しのない場合とも言われる

8)。２元配置分散分析は、正規性が認められ、各水準やブロック間で分散が等しい場合にのみ有効で

ある。以下２つの場合に分けて分析法について説明する。 
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表 2 ２元配置分散分析（繰り返しあり） 

 水準 Q1 … 水準 Qs 

水準 P1 

111x  … 11sx  

： … ： 

1111nx  … 
ssnx

11  

： ： ： ： 

水準 P2 

11rx  … 1rsx  

： … ： 

11 rnrx  … 
rsrsnx  

 

まず繰り返しがある場合を考える。データは表 2 の形式で与えられる。各データは水準 Piに固有

の量を i 、水準 Qjに固有の量を j 、水準 Piと水準 Qjの相互作用を ij 、誤差を  ij として、以下

のように表わせると考える。 

    ijijjiijx  ， ),0(~ 2  Nij 分布［異なる i, j, に対して独立］ 

但し、各パラメータには以下の条件を付ける。 

 0
1






r

i

iin  ， 0
1






s

j

jjn  ， 0
1




r

i

ijijn  ， 0
1




s

j

ijijn   

ここにデータ数に関しては以下の記法を用いている。 

 


 
s

j

iji nn
1

， 


 
r

i

ijj nn
1

， 
 


r

i

s

j

ijnn
1 1

 

各水準及び全体のデータ平均を ijx ， ix ， jx ， x として、全変動 S 、水準 P 間の変動 PS 、水準

Q 間の変動 QS 、相互作用の変動 IS 、水準内変動 ES を以下で与えると、 


  


r

i

s

j

n

ij

ij

xxS
1 1 1

2)(



， 



 
r

i

iiP xxnS
1

2)( ， 


 
s

j

jjQ xxnS
1

2)( ， 


 

 
r

i

s

j

jiijijI xxxxnS
1 1

2)( ， 
  


r

i

s

j

n

ijijE

ij

xxS
1 1 1

2)(


 ， 

全変動 S はその他の変動を用いて以下のように表わされる。 

 EIQP SSSSS   

水準間の差や相互作用の有無を検定するためには、以下の性質を利用する。 
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 0i  のとき rsnr

E

P
P F

rsnS

rS
F 




 ,1~

)(

)1(
分布      （水準 P 間の差） 

 0j  のとき rsns

E

Q

Q F
rsnS

sS
F 




 ,1~

)(

)1(
分布      （水準 Q 間の差） 

 0ij  のとき rsnsr

E

I
I F

rsnS

srS
F 




 ),1)(1(~

)(

)1)(1(
分布 （相互作用） 

もう１つの２元配置分散分析はブロック毎に無作為化されたデータを用いて、水準やブロック間の

差を調べるもので、繰り返しのない場合と呼ばれている。これは対応のある 1 元配置分散分析とも呼

ばれ、データは表 3 のようにブロックと水準の交点に１つだけ値が入る。 

 

表 3 ２元配置分散分析（繰り返しなし） 

 水準 1 水準 2 … 水準 s 

ブロック 1 11x  12x  … sx1  

ブロック 2 21x  22x  … sx2  

： ： ：  ： 

ブロック r 1rx  2rx  … rsx  

 

水準 j に固有な量を j 、ブロック i に固有な量を i 、誤差を ij として、データ ijx を以下のよ

うに表わす。 

 ijijijx   ，  ),0(~ 2 Nij 分布［異なる i, j に対して独立］ 

但し、パラメータ j ， i には以下の条件を付ける。 

 0
1




s

j

j ， 0
1




r

i

i  

水準、ブロック及び全体の平均を、 jx ， ix ， x として、全変動 S 、水準間の変動 pS 、ブロッ

ク間の変動 BS 、誤差変動 ES を以下で与えると、 

 
 


r

i

s

j

ij xxS
1 1

2)( ， 
 

 
r

i

s

j

jP xxS
1 1

2)( ， 
 

 
r

i

s

j

iB xxS
1 1

2)( ，  

 
 

 
r

i

s

j

jiijE xxxxS
1 1

2)( ， 

全変動 S はその他の変動を用いて以下のように表わされる。 

 EBP SSSS   

水準間やブロック間の差を検定するためには、以下の性質を利用する。 
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 0j  のとき )1)(1(,1~
)1)(1(

)1(





 srs

E

P
P F

srS

sS
F 分布 （水準間の差） 

 0i  のとき )1)(1(,1~
)1)(1(

)1(





 srr

E

B
B F

srS

rS
F 分布 （ブロック間の差） 

 

5) Friedman の順位検定 

対応のある 1 元比較（繰返しのない 2 元比較）でブロック差が大きい場合や誤差の正規性に問題が

ある場合は、Friedman の順位検定を用いる。これは各ブロック毎にデータに順位を付け、水準毎の

順位和を用いて検定を行なうものである。今、水準 j の順位和を jw とし、水準間に差がないことを

仮定して、以下の性質を用いる。 

 
2

1

1

2 ~)1(3
)1(

12







  s

s

j

j srw
rss

D  分布 

一般に Friedman 検定は対応のある場合の Wilcoxon の符号付順位和検定の拡張のように考えられ

がちだが、群間で順位を付ける理論構成から、むしろ McNemar 検定の拡張と言ってもよい。 

 

6) ラテン方格法 

実験順序によって結果に影響が出るような場合、それぞれの個体に対する処理（水準と呼ぶ）を順

序を変えて１回ずつ施す方法がラテン方格法である。表 4 にデータとその処理順序（配置と呼ぶ）の

例を示す。 

表 4 ラテン方格法のデータと処理順序の例 

 水準 1 水準 2 水準 3 水準 4 

個体 1 )1(11x  )2(12x  )3(13x  )4(14x  

個体 2 )2(21x  )3(22x  )4(23x  )1(24x  

個体 3 )3(31x  )4(32x  )1(33x  )2(34x  

個体 4 )4(41x  )1(42x  )2(43x  )3(44x  

 

配置は、データの添え字に付いた括弧内の数字で表わすが、配置 k は各水準と各個体に一度だけ現

れ、水準 j と個体 i による関数とみなすことができる。データ )(kijx は、水準 j に固有な量を j 、個

体 i に固有な量を i 、配置差に固有な量を k として、以下のように表わせるものとする。 

ijkkijkijx  )( ， ),0(~ 2 Nijk 分布［異なる i, j, k に対して独立］ 

但し、パラメータ j ， i ， k には以下の条件を付ける。 
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 0
1




r

j

j ， 0
1




r

i

i ， 0
1




r

k

k  

今後の計算のために、水準別合計 jT ，個体別合計 iT ，全合計T を以下のように与える。 

 


 
r

i

kijj xT
1

)( ， 


 
r

j

kiji xT
1

)( ， 
 


r

i

r

j

kijxT
1 1

)(  

また、順序 k が付いたデータの合計 kT も求めておく。さて
22 rTC  とおいて、全変動 S 、水準

間の変動 PS 、個体間の変動 BS 、配置による変動 RS を以下で与える。 

CXS
r

i

r

j

kij 
 1 1

2

)( ， CT
r

S
r

j

jP  




1

21
， CT

r
S

r

i

iB  




1

21
， CT

r
S

r

k

kR  
1

21
 

これらの変動から誤差変動 ES を以下のように定義する。 

 RBPE SSSSS   

 水準間の差や個体間の差及び配置による差の検定は、それぞれ以下の性質を利用する。 

 0j  のとき、 )2)(1,(1~
)2)(1(

)1(





 rrr

E

P
P F

rrS

rS
F 分布 

 0i  のとき、 )2)(1,(1~
)2)(1(

)1(





 rrr

E

B
B F

rrS

rS
F 分布 

 0k  のとき、 )2)(1,(1~
)2)(1(

)1(





 rrr

E

R
R F

rrS

rS
F 分布 

 

7) 多重比較 

 １元比較の場合、１元配置分散分析も Kruskal-Wallis の順位検定も水準間に差があることは分か

ってもどこに差があるのか判定することはできない。また、p 個の水準から２つの水準を選んで 2 群

間の差の検定を行なうことはできるが、 2Cp 回の検定を行なうことによる有意水準の解釈には問題

がある。このような多重比較の場合にどのような検定を行なうかについて、Bonferroni の方法、Tukey

の方法、Dunnet の方法等様々な検定方法が考えられてきたが、ここではその中で比較的有効と考え

られる結合された (pooled) 不偏分散による t検定及び結合された順位によるWilcoxonの順位和検定

をプログラム化した。実際の検定では Fisher の LSD 法を用いて、それぞれ 1 元配置分散分析や

Kruskal-Wallis の順位検定と併用する。 

 

結合された不偏分散による t検定 

データは表 1 の形式であり、水準 i のデータ数を in 、平均を ix 、不偏分散を
2

is として、水準 i, j

の差について考える。結合された不偏分散
2s は以下のように与えられる。 



実験計画法／多変量解析 

7 

 








p

i

ii sn
pn

s
1

22 )1(
1

 

ここに全データ数を n としている。検定には以下の性質を利用する。 

 pn

ji

ji

ij t

nn
s

xx
t 




 ~

11
分布 

 

結合された順位による Wilcoxon の順位和検定 

データは上と同様に表 1 の形式であるが、全データの小さい順に順位を付ける。水準 i の順位合計

を iw とし、データ数が十分多いとして以下の性質を利用する。 

 )1,0(~

11

12

)1(

11

2

1

N

nn

nn

nnn

w

n

w

Z

ji

jij

j

i

i

ij

































 分布 

 

1.2 プログラムの利用法 

実験計画法の分析画面を図 2 に示す。 

 

 

図 2 実験計画法分析画面 

 

画面は基本統計の量的データの検定メニューのように、分析選択手順を図式化したものになっている。

データは先頭列で群分けする場合と既に群別になっている場合と 2 通りから選択できる。コマンドボ
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タン「集計」は水準毎の基本統計量を出力する。図 3 に「等分散の検定」の出力画面を示す。 

 

図 3 等分散の検定出力画面 

図 4a と図 4b に「１元配置分散分析」の検定結果と分散分析表の出力画面を示す。 

 

図 4a １元配置分散分析出力画面 

 

図 4b １元配置分散分析表 

また、図 5 に「Kruskal-Wallis 検定」の検定結果の出力画面を示す。 
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図 5 Kruskal-Wallis 検定出力画面 

「繰返しのない 2 元配置分散分析」は、対応のある１元配置分散分析とも呼ばれる。「繰り返しの

ない２元配置分散分析」の出力結果と分散分析表をそれぞれ図 6a と図 6b に示す。この場合はブロッ

クと水準の交点に１つだけデータがある形式で、群分けされたデータからのみ計算が実行できる。 

 

 

図 6a ２元配置分散分析（繰り返しなし） 

 

 

図 6b ２元配置分散分析表（繰り返しなし） 

 

対応のある１元比較の問題（繰返しのない 2 元比較の問題）で正規性に疑いがある場合やブロック間

の平均の差が大きい場合、Friedman 検定を行なう。出力画面を図 7 に示す。 

 

図 7 Friedman 検定出力画面 
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繰り返しがある場合の「2 元配置分散分析」の出力結果と分散分析表をそれぞれ図 8a と図 8b に示

す。この場合、データは先頭 2 列で群分けされたものだけが利用できる。 

 

図 8a ２元配置分散分析（繰り返しあり） 

 

図 8b ２元配置分散分析表（繰り返しあり） 

 

データの処理順序の差も検出したい場合、ラテン方格法を利用する。これには処理順序を入力して

おく必要があるため、データに加えて順序を「データ/順序」のように / で区切って入力する。この

データ形式の例を図 9 に示す。出力は水準、ブロック、配置間の差を検定した結果を、図 6a と図 6b

のようにテキストと分散分析表の 2 種類で表示するが、具体的な画面については省略する。 

 

図 9 ラテン方格法データ例 

多重比較については、正規性が認められる場合と認められない場合について、結合された不偏分散

による t 検定と結合された順位による Wilcoxon の順位和検定の出力結果をそれぞれ図 10 と図 11 に
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示す。 

  

図 10 pooled t 検定出力結果     図 11 pooled Wilcoxon 検定出力結果 

 

 さらに多重比較について、単独で検定する手法として、比較的よく用いられる Turkey の方法、適

用範囲が広い Bonferroni の方法が含まれている。これらの検定には、正規性と等分散性が必要であ

る。またこれらの条件が満たされない場合に用いられる手法として Scheffe の方法が含まれている。

これには最初に Kruskal-Wallis の検定が必要である。これらの検定の実行結果を分散分析 1.txt のデ

ータを用いて図 12 から図 14 に与えておく。 

 

  

図 12 Turkey の方法検定結果       図 13 Bonferroni の方法検定結果 

 

 

図 14 Scheffe の方法 
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２．重回帰分析 

2.2 重回帰分析の理論 

重回帰分析は、目的変数を複数の説明変数の線形回帰式で予測する手法である。データは以下の表

1 の形式で与えられる。 

表 1 重回帰分析のデータ 

目的変数 説明変数1 … 説明変数 p 

1y  11x  … 1px  

2y  12x  … 2px  

： ：  ： 

ny  nx1  … pnx  

実測値は以下のような１次式と正規分布する誤差  で与えられるものと考える。 

  


0

1

bxby
p

i

ii ，  ),0(~ 2 N 分布［異なる について独立］ 

線形回帰式は偏回帰係数 ib ， 0b を用いて、以下の形で与えられる。 

 0

1

bxbY
p

i

ii 


  

これらの偏回帰係数は実測値と予測値のずれの 2 乗和 EV が最小になるように決定される。 

 



n

YyEV
1

2)(


    最小化 

即ち、 ib と 0b についての EV の微係数を 0 とおいて以下の式を得る。 

iyib )( 1SS ， 



p

i

ii xbyb
1

0  

ここに、
1S は説明変数の共分散行列S の逆行列、 yS は目的変数と説明変数の分散共分散ベクトル

である。 








n

jjiiij xxxx
n 1

))((
1

1
)(



S ， 






n

iiiy xxyy
n 1

))((
1

1
)(



S  

 偏回帰係数は変数の平均や分散によって影響を受け、係数の重要性が分かりにくいが、データを以

下のように標準化して重回帰分析を行なうと変数の影響力の強さがはっきりと示される。ここに 
2

ys ，

2

is は目的変数及び説明変数 i の不偏分散である。 

 

ys

yy
y


 


~

，

i

ii
i

s

xx
x


 


~

 

これらの新しいデータ y~ と ix~ で作った重回帰式の偏回帰係数 ib
~
を標準化偏回帰係数と言い、回帰
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式は以下のように表わされる。 

 



p

i

ii xbY
1

~~~
  

標準化偏回帰係数と偏回帰係数との関係は yiii ssbb 
~

で与えられる。 

 重相関係数 R は実測値と予測値の相関係数であり、以下のように与えられる。 

 )( YyyY sssR   

ここに、 yYs は実測値 y と予測値 Y の共分散、
2

ys と
2

Ys は実測値と予測値の不偏分散である。 








n

yY YYyy
n

s
1

))((
1

1



 , 






n

y yy
n

s
1

22 )(
1

1


 , 







n

Y YY
n

s
1

22 )(
1

1


  

 実測値の全変動 SV は回帰変動 RV と残差変動 EV の和として表わされる。 

 RVEVYYYyyySV
nnn

 
 1

2

1

2

1

2 )()()(










  

全変動に占める回帰変動の割合は、予測値が実測値を説明する割合を表わしていると考えられ、その

値を寄与率という。寄与率は重相関係数の 2 乗に等しいことが示されるので、記号
2R で表わすこと

にする。 

 VSRVR 2
 

 寄与率や重相関係数の値は説明変数の数が増えれば大きくなることが知られており、これを緩和す

るために以下のような自由度調整済み重相関係数 R が考えられている。 

 
)1(

)1(
1






nSV

pnEV
R  

 重回帰式の有効性は回帰変動と残差変動を比べて、回帰変動が十分大きいことが重要で、この検定

には、以下の性質が利用される。 

 1,~
)1(




 pnpF
pnEV

pRV
F 分布 

 重回帰式全体の有効性とは別に、それぞれの偏回帰係数の有効性も検討される。これらは偏回帰係

数が 0 と異なることを示して確かめられる。この検定には以下の性質が利用される。 

 0ib の検定 
1~

)1(



 pn

ii

i
i t

pnEVa

b
t 分布 

 00 b の検定 1

1 1

0
0 ~

)1(
1



 




















pn
p

i

p

j

ij

ji

t

pnEVaxx
n

b
t 分布 

ここに
ija は SA )1(  n としたときの行列 A の逆行列

1A の i, j 成分である。 
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 説明変数 i を除く他の説明変数で作った ix の予測回帰式を以下のように書く。 

 
)(

0

)(

1

)(

11

)(

11

)(

1

i

p

i

pi

i

ii

i

i

i

i bxbxbxbxbX      

また、説明変数 i を除く他の説明変数で作った目的変数の予測回帰式を以下のように書く。 

 
)(

0

)(

1

)(

11

)(

11

)(

1

i

p

i

pi

i

ii

i

i

i

i bxbxbxbxbY      

実測値からこれらの予測値を引いた値をそれぞれ ix ， iy として、 

  iii Xxx  ，  ii Yyy  ， 

この ix と iy の相関係数を偏相関係数と呼び、 iyr~ で表わす。偏相関係数は他の変数の影響を除いた

相関係数と見ることができ、以下のように表わすこともできる。 

 
yyiiiy

iy rrrr ~
 

ここに 
iyr , 

iir , 
yyr  は、目的変数と説明変数を合せた相関行列R の逆行列

1R の成分である。 

 























1

1

1

1

11

1









ppy

py

ypy

rr

rr

rr

R ，























ppppy

py

ypyyy

rrr

rrr

rrr









1

1111

1

1R  

また、モデルの適合度を表すのに、AIC の値が利用されることがあるが、これは以下のように定義

される。 

        log 2 1 log / 2AIC n n EV n p     

2.2 プログラムの利用法 

具体的な分析画面を図 1、データを図 2 に示す。変数選択で、全てのデータを選択する。 

 

図 1 重回帰分析メニュー画面 
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図 2 重回帰分析データ 

 

「相関行列」ボタンでは目的変数と説明変数を含んだ相関行列 R が表示される。その際、相関係

数を 0 と比較する検定の確率値も表示される。「重回帰分析」ボタンでは、テキスト画面とグリッド

画面の２つのウィンドウが開き、図 3a と図 3b の分析結果が表示される。 

 

 

図 3a 重回帰分析出力画面１ 

 

 

図 3b 重回帰分析出力画面２ 

 

次に、「分散分析表」ボタンをクリックすると、図 4 に示す結果が表示される。 
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図 4 分散分析表画面 

 

「予測値と残差」ボタンでは、図 5 のように各レコード毎の実測値、予測値、残差が示される。 

 

 

図 5 予測値と残差 

 

また、「実測／予測値の散布図」ボタンでは、図 6 のように実測値と予測値の散布図が描かれる。 

 

 

図 6 実測値と予測値の散布図 

 

次に変数の自動選択について、図 7のデータを用いて説明する。 
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図 7 変数自動選択のデータ 

 

最初に全ての変数を選択して分析を実行する。変数の追加と削除の基準は、追加と削除の変数の係

数についての検定確率または F検定値のどちらかで与えられる。「Pin」左側のラジオボックスをチェ

ックすると検定確率で指定し「Fin」左側のラジオボックスをチェックすると F検定値で指定するこ

とになる。デフォルトは検定確率になっている。 

 変数の選択法として、変数増加法、変数減少法、変数増減法のどれかを選び、「選択」ボタンをク

リックすると図 8 のように選択過程での種々の統計量が表示される。 

 

 

図 8 変数選択過程表示画面 

 

この場合は、２段階で変数が２つ選択されている。図 1で「AIC」チェックボックスや「DW 比」チェ

ックボックスにチェックを入れると、各過程での AIC の値やダービン・ワトソン比が図 8の画面上に

図 9のように追加して表示される。 

 

図 9 AIC と DW 比を加えた変数選択過程表示画面 
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重回帰分析は１つの目的変数を複数の説明変数の線形結合で予測するモデルであるが、データによっ

ては、１つの線形結合として表すのではなく、複数の線形結合の混じり合ったものとして表す方が良

い予測結果を与える場合がある。我々はこの問題について、１変数の回帰分析では分類別に回帰分析

を行うプログラムを開発していたが、多変数の重回帰分析では今回新たに機能を追加した。ここでは

この機能について図 10 の例を用いて説明する。変数選択では、最初に群分け用変数、次に目的変数、

続けて説明変数を選択する。ここで群による違いを明確にするために、故意に説明変数は両群同じ値

にしている。 

 

図 10 群分けした重回帰分析のデータ 

 

データの形式は図 1の分析メニューで、「先頭列で群分け」ラジオボタンを選択する。 

「相関行列」ボタンをクリックすると、図 11 のように、「群」変数で群分けしたデータ毎の相関行

列が表示される。 

 

図 11 群分けした相関行列 

 

また、「重回帰分析」ボタンをクリックすると、図 12a と図 12b のような群分けした結果が表示され

る。 
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図 12a 群分けした重回帰分析結果１ 

 

 

図 12b 群分けした重回帰分析結果２ 

 

ここで、図 12a の画面下方には、群分けした結果の他に、図 12c のような、全体的な指標も表示され

る。 

 

図 12c 群分けした重回帰分析結果３ 

これは、群分けした結果から、予測値を求め、それを元にして全体的な予測の程度を与えたものであ

る。重回帰分析では、実測値と予測値の相関係数（重相関係数）の 2乗と回帰変動／全変動（寄与率）

の結果が一致するが、ここの定義だと異なっている。 

「分散分析表」ボタンをクリックすると、図 13 のように、群別に計算された分散分析表が表示さ

れる。 
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図 13 群分けされた分散分析表 

 

「予測値と残差」ボタンをクリックすると、レコード順に、群別に計算された予測値と残差を図 14

のように表示する。 

 

図 14 群分けされた予測値と残差結果 

 

「実測／予測散布図」ボタンをクリックすると、図 15 のように、上の予測値を用いたグラフが表示

されるが、このグラフの回帰直線は一致しており、重なって表示されている。 

 

 

図 15 群分けされた実測値／予測値散布図 
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３．判別分析 

3.1 判別分析の理論 

 判別分析は外的基準によって群別に分類されたデータから、群を判別するための線形関数を見出す

ことを目的としている。データは例えば 2 群の場合、表 1 のような形式で与えられる。 

 

表 1 判別分析のデータ（2 群の場合） 

群 1 群 2 

変数 1 … 変数 p   変数 1 … 変数 p   

1

11x  … 
1

1px  2

11x  … 
2

1px  

1

12x  … 
1

2px  2

12x  … 
2

2px  

：  ： ：  ： 
1

1 1nx  … 
1

1pnx  
2

1 2nx  … 
2

2pnx  

 

変数の一般的な表式


ix において、は群、 i  は変数、 はレコード番号を表わす。 

 

1) マハラノビス距離を用いた方法 

 ここでは、最初に 2 群の場合の理論について考える。2 つの群 1G と 2G について、群 21 GG  か

ら、 G （ 2,1 ）の要素を取り出す確率を P とし、 G の要素を G （   ）と誤判別する

損失を C とする。また、群の確率密度関数を )(xf とすると、 G の要素を G と誤判別する

確率 Q は以下となる。 

 



R

dfQ xx)(  

ここに領域 R は、 R 内の要素を G の要素と判別する領域である。これから、誤判別による損失 L

は以下のように与えられる。 

 











 121

12

)]()([)(

)()(

112122121121

22121121

1221221121

RRR

RR

dfPCfPCdfPC

dfPCdfPC

QPCQPCL

xxxxx

xxxx  

これより、損失を最小にするためには 1R として第 2 項の被積分関数が負になる領域を選べばよい。

即ち各群の領域として、以下のような領域を考えれば良いことが分かる。 

 }0)()(|{ 112122121  xxx fPCfPCR ， 

 
}0)()(|{ 112122122  xxx fPCfPCR  
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これを 121212 PCPCh  として書き換えて、以下のような条件を得る。 

 
1 1 2{ | log ( ) ( ) log 0}R f f h  x x x ， 

 2 1 2{ | log ( ) ( ) log 0}R f f h  x x x  

ここに、判別の分点は 0 である。 

 今、群の変数 i の平均 ix
と各群共通な共分散 ijs をそれぞれ以下のように求め、 

 

1

1
n

i ix x
n





 

  ，

2

1 11 2

1
( )( )

2

n

ij i i j js x x x x
n n


   

 
  

  
 

 ， 

これらを成分とする平均ベクトル
x と共分散行列S を用いて、以下の多変量正規分布の確率密度関

数を考える。 

 
11 1

( ) exp ( ) ( )
2(2 ) | |

t

k
f  





 
    

 
x x x S x x

S
 

 これを判別関数に代入して以下の線形判別関数を得る。 

1 2

1 1 2 1 2 1 1 2

log ( ) ( ) log

1
( ) ( ) ( ) log

2

t t

z f f h

h 

 

     

x x

xS x x x x S x x
 

1 1 2( ) a S x x  とすると、判別関数は以下のように書くことができる。 

1 21
( ) log

2

t tz h   xa x x a      (1) 

判別関数は、変数 ix  の標準化値 iu  と不偏分散
is  を用いて以下のように書くこともできる。 

 
1 21

( ) log
2

t t tz h    uc xa x x a ， 
i i ic a s    (2) 

この係数c を標準化係数と呼ぶ。標準化係数は変数の重要性をみるときに利用される。 

 判別関数 (1) は各群の平均
x から、x までのマハラノビスの平方距離

2( )D 
の差として以下のよ

うに定義することもできる。 

 
2(2) 2(1)1

( ) log
2

z D D h    ，
2( ) 1( ) ( )tD     x x S x x  

この z は logh が 0 の場合、x  が２つの群別平均の中央である
1 2( ) 2x x のとき、0 になってい

る。 

 変数 z の確率分布は、個体 x が群 1 に属するか、群 2 に属するかに応じて、以下のような正規分

布に従うことが知られている。 

 ),2(~ 22 DDNz  1Gx の場合 

 
),2(~ 22 DDNz   2Gx の場合 

ここに、
2D は群平均

1x と
2x のマハラノビスの平方距離で、以下のように定義される。 
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2 1 2 1 1 2( ) ( )tD   x x S x x  

 この性質から誤判別の理論確率は以下で与えられることが分かる 

 






 








 
   D

Dh
Zdz

D

Dz

D
Q

h 2log

2

)2(
exp

2

1 2
log

2

22

2
21


 

 






 








 
 



D

Dh
Zdz

D

Dz

D
Q

h

2log
1

2

)2(
exp

2

1 2

log 2

22

2
12


 

これは判別分析の有効性を示している。 

 判別分析では、判別関数の係数についてもその有効性を検定できる。変数 i の係数が 0 であるかど

うかの検定は、以下の性質を利用する。 

 1,12

212121

22

2121

21
~

)2)((

)()1(





 pnn

i

i
i F

Dnnnnnn

DDnnpnn
F 分布 

ここに、
2

iD は両群の変数 i を除いたマハラノビスの平方距離である。 

 以上のような理論では、線形判別関数で表わされる判別分析がうまく利用できる条件は、分布が多

変量正規分布に従うことに加えて 2 群の共分散が等しいことである。この検定には以下の性質が利用

される。 

 2

2)1(1211

22

2121

2 ~
||||

||
log

)1(6

132
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1

1

1

1
1

21
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
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

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



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

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



 ppnn
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S
分布 

ここに、
S は群の共分散行列である。しかし、後に述べるような正準形式では、2 群の場合、分

布の形を仮定することなく同等な結論を導く。 

 

 ３群以上（群の数をm ）の判別には以下の判別関数を考え、 z が最大になる群 に属するもの

と判定する。 

 
1 11

log
2

t tz C P m   

 

   xS x x S x  

但し、 C は群を他の群と間違えた場合の損失である。定数項に含まれるm は、各群の生起確率

が同じで誤判別損失が 1 の場合、これらを考えない理論と繋がるように、定数項を 0 にするための定

数である。 

 
1 a S x として、この判別関数は以下のように書くこともできる。 

 
1

log
2

t tz C P m   

   xa x a      (3) 

2 群の場合と同様に、判別関数は変数 ix の標準化値 iu と不偏分散 is を用いて以下のように書くこと

もできる。 
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1

log
2

t t tz C P m    

    uc xa x a ， i i ic a s    (4) 

この係数
c を標準化係数と呼ぶ。 

 上で与えた 2 群の場合の判別関数は、この判別関数を用いて
1 2z z z  として求めることができ

る。 

 

2) 正準形式を用いた方法 

 正準形式の判別分析（正準判別分析と呼ばれる）は、判別関数の拡がりを最大化するように係数を

求めるもので、特に 3 群以上の場合は、判別得点を複数次元の空間上に配置し、判別をより分かり易

く表現する手法である。これまでのプログラムでは、数量化Ⅱ類でその中の主要な１次元を取り出し

て判別する方法を導入している。以下に正準判別分析の理論を示す。 

 正準判別分析は、判別群で分けられたデータについて、「群間分散／群内分散」を最大化するよう

に線形判別関数の係数を決定する手法である。判別関数を以下のように表す。ここに 0z は後に決め

る定数項である。 

0

1

p

i i

i

z a x z


   

 判別群を α，群別のデータの番号を  ，変数の番号を i ，としてデータを
ix （ 1,  , m  ,

1,  , n  , 1,  , i p ）と表す。このデータを用いて、群 の 番目の判別関数の値 z

は

以下のようになる。 

 0

1

p

i i

i

z a x z 

 



   

この z による群間分散
2

Bs ，群内分散
2s を以下のように定義する。 

  
2

2

α

1

1 m

Bs n z z
n m





 


 ，  
2

2

1 1

1
nm

s z z
n m



 

 



 

 

  

ここに、
α

1

1
n

z z
n











   ， 

1

1 m

z n z
n






  ， 

1

m

n n


  である。 

これより、

1

1
n

i ix x
n













   ，
1

1 m

i ix n x
n






   として、
2

Bs と
2s は以下のようになる。 

  
2

2

1 1 1 1

1 p p pm

B i i i i ij j

i i j

s n a x x a
n

ba
m





   

 
   

  
    
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1 1 1 1 1

1
n p p pm

i i i ij j

i i j

s a x x a a
n m

s


 



     

 
   

  
    
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ここに、 

   α

1

1 m

ij i i j jb n x x x x
n m

 



  

  

   
1 1

1
nm

ij i i j jx x x x
n m

s


   

 

  

  

  

である。行列の成分として、   ijij
bB  ，   ijij

sS  ，   ii
aa  とすると、

2

Bs と
2s はこれら

の行列を用いて次のように書ける。 

 
2 t

Bs  aBa  ,  
2 ts  aSa  

ここに、 n m の場合、一般に   1rank m B ,  rank n m S  である。 

 群間分散を群内分散で割った分散比  は以下のようになる。 

 
2 2/ /t t

Bs s   aBa aSa  

この分散比を最大化するには、以下の解を求める。 

 

 
2 2 2 2

2
2

1
/ / /B Bs s s s

s
           a a a 0  

2 / 2Bs  a Ba  , 
2 / 2Ws  a Sa  であるので、上の式は以下となる。 

 Ba Sa         (5) 

これを対称行列の固有方程式にするために、適当な下三角行列 F  を用いて対称行列S を
tS F F  

のように書いて、上式を以下のようにする。 

 
1 1t t t  F B F Fa Fa  

ここで 
1 1t A F B F  ，

tu Fa  （
1t a F u ）とすると、上式は以下のような対称行列の固

有方程式となる。 

 Au u        (6) 

1t uu  の規格化条件を付けて r 番目の固有値
( )r について方程式を解いた答えを、

( )ru とすると、

正準判別関数の係数は以下で与えられる。 

 
( ) 1 ( )r t ra F u  

以上より、第 r 番目の固有値に対応する判別関数
( )rz は以下のようになる。 

 
( ) ( ) ( )r t r t rz  xa x a       (7) 

ここに

1

1 m

m

 



 x x である。定数項については、後に述べる２群の場合のマハラノビス形式と正

準形式の同一性から、各固有ベクトルに対応する判別関数の群別平均の単純平均が 0 になるように決

めた。 
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 マハラノビス形式と同様、変数 ix の標準化値 iu と不偏分散
is を用いて判別関数は以下のように書

くこともできる。 

 
( ) ( ) ( ) ( )r t r t r t rz   uc xa xa ， 

( ) ( )r r

i i ic a s     (8) 

この係数
( )rc を標準化係数と呼ぶ。 

 (6) 式から、 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 ( ) ( ) ( ) ( )2r t r r t r t r t r r r

Bs     u Au u F B F u a Ba  

となり、 r 番目の固有値は群間分散の第 r 成分に等しくなる。この性質を用いて、 r 番目の固有値に

対する変動の寄与率
( )rP を以下で与える。 

 

1
( ) ( ) ( )

1

m
r r k

k

P  




    

 

3) 2 群におけるマハラノビスの形式と正準形式の同等性 

 さて、ここで述べてきた従来の理論とマハラノビスの距離を用いた判別分析とはどのような関係に

あるのだろうか。(5)式について再考する。ここに方程式を再度挙げておく。 

Ba Sa  

行列B は成分を用いて書くと以下のように表される。 

  

 

  

1 1

1

α

1

1

1

( )

1

)

1

2 (

m m

i j i j

m

ij i i j

m m

j j

j

i i

n n x x x x
n n m

n n x x x x
n n m

b n x x x x
n m

   

 
 

   

 
 

 



 

 

 


  


  







 

これより、 ( )B ijS a は以下のように書ける。 

  

 

1 1 1

1 1

1
( )

2 ( )

pm m

B i i i j j j

j

m m

i i

n n x x x x a
n n m

c x x

   

 
 

 


 

  

 

  


 





S a

 

 
12 ( )

p

j j j

j

n n
c x x a

n n m

   




 


  

 特に 2 群の判別の場合、方程式(5)は以下となる。 
1 2( )B c   Sa S a x x  
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 1 21 2
12 21

1

2 2
( 2)

p

j j j

j

n n
c c c x x a

n n 

    


  

これより、解a を求めると以下となる。 

1 1 2( )
c



 a S x x  

これは、(1)式で与えられたマハラノビス形式の判別関数の係数の定数倍である。よって、判別の分点

を 0 にするような判別関数は以下となる。 

1 1 2 1 2 1 1 2( ) ( ) ( )
2

t tc c
z

 

     xS x x x x S x x  

これは、判別関数全体が定数倍となっただけで、判別結果は log h の項を除いて同等である。 

 

3.2 プログラムの利用法 

メニュー［分析－多変量解析等－判別分析］をクリックすると、図 1 のような判別分析実行画面が

表示される。 

 

 

図 1 判別分析画面 

 

データの形式は、先頭列で群分けする場合と最初から群分けされている場合が扱える。但し、後者

の場合、予め群の数を入力しておかなければならない。各群の生起確率や誤判別損失の値は、オプシ

ョンボタンの「指定する」を選び、テキストボックス内に値をカンマ区切りで入力することによって、

自由に設定することができる。但し、確率の値は合計が 1 になることが必要であるので、無限小数の

場合は 1/3 のように、分数で入力する。これらのデフォルト値は生起確率が「各群同じ」、誤判別損
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失が「各群 1 とする」である。 

2 群の判別の場合、「等共分散の検定」ボタンで等共分散性を調べることができる。図 2 に「等共

分散の検定」の出力結果を示す。図 3 と図 4 に 2 群の判別分析と判別得点の出力結果を示す。判定は

判別得点を判別の分点 0 と比較して決定される。 

 

 

図 2 等共分散の検定 

 

 

図 3 判別分析実行画面（2 群の形式） 

標準化係数の定数項は、重回帰分析などでは 0 になるが、判別分析では、判別の分点を 2 つの群の

群別平均のデータ数による加重平均ではなく、単純平均にしていることから、2 つの群のデータ数が

異なる場合、一般に 0 にならない。 

 

図 4 判別得点（2 群の形式） 
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比較のために同じデータを用いて 3 群以上の判別のプログラムを実行した出力結果を図 5 と図 6

に示す。本来は 3 群以上で利用すべきであるが、2 群の判別で用いても問題はない。 

 

 

図 5 判別分析実行画面（3 群以上の形式） 

 

 

図 6 判別得点（3 群以上の形式） 

 

 次に我々は正準形式に基づく判別の結果を示す。これは正準判別分析とも呼ばれている。正準相関

分析における判別関数は、変数の数≧分割数、の場合は、分割数－１個作られる。同じデータを用い

た結果を図 7 に示す。 

 

図 7 正準相関分析 
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生起確率が同じで誤判別損失が 1 の場合、2 群のハラノビス形式と正準形式の同等性から、判別関数

の係数は比例している。また、判別の分点は２つの形式とも 0 に設定している。 

 正準判別分析の判別得点では、図 8 のように最後に群別得点平均が付く。これは 3 群以上の場合で

も同様である。 

 

図 8 正準判別分析の判別得点 

 

次に 3 群以上の正準判別分析の結果を図 9 に示す。 

 

図 9 正準判別分析結果 

ここでは標準化係数が 0 になっているが、これは 3 つの群のデータ数がすべて同じであることによる

偶然で、一般には 0 と異なる。3 群の判別得点は 2 つの固有値に対応して図 10 のように 2 種類出力

される。 

 

図 10 正準判別分析の判別得点 

これは 2 次元上の点であるので、「軸設定」を行い、「散布図」ボタンをクリックすることにより、図

11 のような散布図が表示される。 



判別分析／多変量解析 

31 

 

 

図 11 判別得点散布図 

ここには、各群の分布を 2 変量正規分布とみなした場合の、1.5  の確率楕円が示されている。確

率楕円の大きさ、軸の向き等はメニューで変更できる。 

この 2 変量正規分布の密度関数式は、グラフメニュー「設定－正規楕円半径－密度関数数式」で図

12 のように表示される。 

 

図 12 2 変量正規分布密度関数式 

この式をコピーし、分析メニュー「数学－2 変量関数グラフ」のテキストボックスに貼り付けて

（［Shift+Ins］または［Ctrl+v］）、（範囲を設定、分割数を増加、色を指定に）表示させると、図 13

のように 3 つの密度関数グラフを重ね合わせて視覚化することもできる。これによってどの程度分離

ができているのか直感的に見ることもできる。 

 

図 13 確率密度関数の視覚化 
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４．主成分分析 

4.1 主成分分析の理論 

 主成分分析は、変数の 1 次結合により、新しい意味付けのできる特徴的な変数を作り出すことを目

的としている。この新しい変数を主成分と呼ぶ。主成分分析のデータ形式は表 1 で与えられる。 

 

表 1 主成分分析のデータ 

変数 1 変数 2 … 変数 p 

11x  21x  … 1px  

12x  22x  … 2px  

： ： … ： 

nx1  nx2  … pnx  

 

 我々は新しい変数として以下の 1 次式を考える。 

 



p

i

ii xuy
1

  

特徴的な変数とは、データの変化に最も敏感であることと考え、係数 iu は変数 y の不偏分散
2s が最

大になるように求める。但し、スケールの自由度を無くすため係数に 1uut
の制約を付ける。ここ

にuは成分が iu の縦ベクトルである。 

不偏分散
2s は係数ベクトルuと共分散行列S を用いて以下のように与えられる。 

 uSut
n

yy
n

s 


 
1

22 )(
1

1



 ， 






n

jjiiij xxxx
n 1

))((
1

1
)(


S  

この制約付き最大化問題は、Lagrange の未定定数法を用いて以下の量 L の極値問題となり、解は

行列S の固有方程式で与えられる。 

 )1(  uuuSu ttL    →  uSu   

この最大固有値に対する固有ベクトルuを用いて作られた変数 y を第 1 主成分といい、順次固有

値の大きい方から第 2 主成分、第 3 主成分と呼ぶ。一般に p 変数の場合、第 p 主成分まで選ぶこと

ができる。 

係数 iu は変数の平均や分散から影響を受けるので、変数を標準化して分析を実行する場合も多い。

この場合固有方程式は相関行列R を用いて上と同様に与えられる。 

 uRu   

正規化された固有ベクトルを求めることは、線形変換における座標回転の角度を決めることを意味

する。即ち、主成分分析は、座標回転によって最も分散の大きな主軸を選び、さらにその主軸に直交

し、分散が最大になるような軸を次々と定めてゆく方法である。 
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これらの固有方程式の第 a 固有値 a に対する固有ベクトル
au の成分を以下のように表わす。 

 
)( 21

a

p

aaat uuu u  

固有値 a は第 a 主成分の分散を表わすことが知られている。このことから、全分散
2s に対する

第 a 主成分の分散の割合 ac は以下で与えられ、寄与率と呼ばれる。 

 
i

p

i
aac 

1
  

 因子負荷量 air は第 a 主成分と変数 i の相関係数として与えられるが、これは共分散行列と相関行

列を元にした場合に分けて、それぞれ以下のような形に表わされる。 

 

i

a

ia

ai
s

u
r


  （共分散行列から）， 

a

iaai ur   （相関行列から） 

ここで
2

is は変数 i の不偏分散である。 

主成分得点
ay は個体毎の第 a 主成分の値として以下のように定義される。 

 



p

i

i

a

i

a xuy
1

  

主成分分析において主成分を区別するためには、その固有値の大きさに差がなければならない。そ

こで固有値を r  21 とした場合、大きいほうから r 個だけ値が異なり、残りは

prr    21 となるかどうかの Anderson による sphericity の検定を行なう。この検定に

は以下の性質が利用される。 

 
2

2)2)(1(

11

2 ~)(log)(log 










  rprp

p

ra

a

p

ra

a rprpnn  分布 

 

 

4.2 プログラムの利用法 

実際の主成分分析のメニュー画面を図 1 に与える。主成分分析は、表 1 に与えたデータの形から実

行する場合に加え、それを集計した共分散行列や相関行列から実行する場合も想定される。それ故デ

ータの形式としてこれら３つの場合が含まれている。等固有値の検定にはデータ数も必要になること

から、集計結果からの計算ではデータ数を入力する必要もある。計算を実行するモデルには、通常の

データから計算する「共分散行列から」と標準化されたデータから計算する「相関行列から」の 2 種

類がある。勿論、データ形式で相関行列を選んだ場合は共分散行列からの計算はできない。 
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図 1 主成分分析のメニュー 

 

 計算結果の表示としては「共分散行列」や「相関行列」も必要と思われるので加えてある。主成分

分析は「主成分分析」ボタンで実行され、出力例は、図 2 に示される。 

 

 

図 2 主成分分析出力結果 

 

等固有値の検定結果は図 3 に示される。 

 

 

図 3 等固有値の検定結果 
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ここに表示された第 i 主成分の
2 値は、固有値を大きさの順番に並べた場合、第 i 主成分以降の固

有値がすべて等しいとみなせるかどうかの検定値であり、等固有値確率はその確率値を表わす。それ

ゆえ等固有確率が有意水準より大きい主成分以降が利用に適さないことを示している。極端な例とし

て、第 1 主成分の等固有値確率が有意水準より小さい場合、主成分分析自体があまり意味を持たない。 

「主成分得点」の出力は各主成分毎に図 4 に与えられ､２つの主成分に関する主成分得点の散布図

は図 5 に与えられる。これによって主成分で見た場合の個体の類似度を把握することが容易となる。 

 

 

図 4 主成分得点出力結果 

 

 

図 5 主成分得点散布図 
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５．因子分析 

5.1 因子分析の理論 

因子分析が取り扱うデータは主成分分析等と同様に p 変数、 n 個体（レコード）の変量 ix 

（ 1,2, , , 1,2, ,i p n  ）である。これらのデータから各変数 ix に内在すると思われる因

子を抽出することが因子分析のねらいである。 

因子分析では変数 ix を標準化した変数 ( )i i i it x x u  を用いることが多いので、今後はこの変

数 it を用いて議論を進める。ここで ix は変数 ix の標本平均、 iu は不偏分散から求めた標準偏差であ

る。 

因子分析では各データに内在すると考えられる共通因子 f （ 1,2, ,q p   ）の線形結合

によって、変数 it が以下のように表わされるものと考える。 

 

1

q

i i it a f 





         (1) 

係数 ia  は 因子の因子負荷量と呼ばれている。ここで i は誤差であり、共通因子 f との相関や

互いの相関はないものと考える。 

   0iE f  ,    0i jE    （ i j ） 

また共通因子 f についても互いの相関はなく、平均 0、分散 1 に標準化されているものとする。 

  E f f   ,    0E f  ,    1V f   

 これらを利用すると変数 ix と jx との相関係数 ijr は以下のように表わせる。 

  
1

q

ij i j i jr E t t a a 


  （ i j ）,     2

1

1
q

ii i i ir V t a V





     

ここで、  2

1

1
q

i i ih a V





    と置くと、上式は以下のように表わされる。 

 
t A A R , 

 

11 12 1

21 22 2

1 1

q

q

p p pq

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
  
 

A , 

1 12 1

12 2 2

1 2

p

p

p p p

h r r

r h r

r r h

 
 
 
 
  
 

R  (2) 

この中で特に ih は共通性と呼ばれる。 

 共通性の和を取ると、 
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     

2 2

1 1 1 1 1

1 1 1

p p q q p

i i i

i i i

p p p

i i i

i i i

h a a

V t V p V

 
 

 

    

  

   
    

   

   

    

  

 

となるが、この関係式を利用し、誤差 i が 0 に近づけば左辺は p に近づくことを考えて、因子 の

寄与率を以下のように定義する。 

 
2

1

p

i
i

P a p 


   

 

 我々は (2) 式を解いて因子負荷量 ia  を求めようとするが、その求め方にもセントロイド法、主因

子法、主成分分析法、最尤法、最小 2 乗法等種々の方法があるが 9)、ここでは歴史的に有名なセント

ロイド法と広く知られている主因子法、主成分分析法を取り上げる。 

 

セントロイド法と主因子法では、最初に適当な推定値
ih を用いて、因子負荷量 ia  を計算し、その

値を使って再度
2

1

q

i ih a 


  で共通性
ih を計算し、それをまた推定値として再び因子負荷量を計算す

る。これを共通性
ih が収束するまで（このプログラムでは前回との差が 0.001 以下になるまで）繰り

返すという方法で近似値を求める。その際最初の共通性
ih の推定値には変数 ix と他の変数の重相関

係数や他との相関係数の中で最大のものなどが利用される。主成分分析法では、相関行列の固有ベク

トルをそのまま推定値として利用し、必要な次元までを採用する。以後詳しく見て行く。 

 

セントロイド法は第 1 因子から逐次因子負荷量を求めていく手法で、 

 1
1 1 1

p p p

i ji jk
j j k

a r r
  

     （ ii ir h ） 

の形で第 1因子の因子負荷量を与える。次に
(1)

1 1ij ij i jr r a a  として新たな相関行列を定義するが、

その際対角要素は各行の非対角要素の絶対値の最大値を用い、負の相関係数をできるだけ少なくする

ために、参考文献 8) のアルゴリズムに従い座標反転を行なう。この相関行列を利用して新たに第 2

因子の因子負荷量を同様の方法で計算する。 

 
(1) (1)

2
1 1 1

p p p

i ji jk
j j k

a r r
  

     

さらに
(2) (1)

2 2ij ij i jr r a a  を用いて新たな相関行列を作り、上に述べた方法で対角要素と負の相関

についての処理を行ない、次の因子の因子負荷量を計算して行く。 

次に主因子法は対角成分を共通性 ih で置き換えた相関行列R の固有値と固有ベクトルによって因
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子負荷量 ia  が計算される。即ち、第 因子の因子負荷量 ia  は、行列R の固有値  と規格化さ

れた固有ベクトル iu  を使って、 

 i ia u    

のように与えられる。 

主成分分析法は、相関行列R をそのまま使い、固有値と固有ベクトルによって因子負荷量 ia  を

計算する。第 因子の因子負荷量 ia  は、相関行列R の固有値  と規格化された固有ベクトル iu 

を使って、 

 i ia u    

のように与える。共通性は
2

1

p

i ih a 


  のように因子負荷量から計算する。 

 

次に各因子、各個体毎の因子得点 f の値について考える。前にも述べたとおり、誤差項が特定で

きない限り、一般に観測値 ix  から因子得点 f を決定することはできない。そこで我々は分散で重

み付けされた誤差の 2 乗項 

 
2 2 2 2

1 1 1 1 1
( )

p p qn n

i i i i i
i i

u t a f u   
  


    
        

が最小になるように仮定して、因子得点 f を推定する。この解は成分が 

 ( ) f F ,  ( ) i it T ,  ( )i ia A , 
2( )ij i iju D ,  

のように与えられる行列F , T , A , Dを用いて以下のように求められる。 

 
1 1 1( )t  F TD A AD A  

この推定法は Bartlett の重みつき最小 2 乗推定法と呼ばれる。 

この他にも回帰推定法と呼ばれるものがある。(1)式から、共通因子の推定値と変数は以下のような

関係にあると考える。 

 

1

ˆ
q

i it a f  


  

これから、 

 

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ
p p q q

i i i i

i i

a t a a f f f         
 

  
   

      

となり、以下を得る。 

 

1 1 1 1

1ˆ
p p p p

ij

i i j i i i

i i j i

f a t r a t b t      

    

        (3) 

ここで、
1 (1 )       Ra a R a a  の関係を用いた。これにより、因子得点を求める係



因子分析／多変量解析 

39 

 

数 ib は以下のように与えられる。 

1

p
ij

i j

j

b r a 


  

 この関係は、(3)式が f̂ を推定する重回帰分析の式（目的変数には実測値がないが）であると考え

ることによっても導かれる。重回帰式の標準化係数は

1

p
ij

i jy

j

b r r


 であり、 jyr は変数 j と目的変

数の相関係数である。この場合目的変数は因子 なので、相関係数は因子負荷量 ja  である。 

 ここで求めた因子負荷量 ia  には、
*

1

q

i ia o a  
 

 ，

1

q

o o  





  のような回転の自由度

が存在する。この変換により、(1)式は以下のように変わり、因子も回転を受ける。 

 
* *

1

q

i i it a f 





   ,  
*

1

q

f o f  
 

  

しかし、(2)式、寄与率、因子の平均と分散や直交性は不変である。この性質を利用して、因子負荷量

の各因子の分散を最大化するように回転させると因子の解釈が容易になる。この直交回転をバリマッ

クス回転という。 

 最後に、このようにして推測された共通因子からデータはどの程度推測できるのであろうか。実際

に以下の式によってデータを推測し、観測値との相関係数を調べてみるとモデルの良さが実感できる。 

 

1

ˆˆ
q

i it a f  


  

 

その後、参考文献 [1]を用いて、プロマックス回転についてプログラムを作成したので、追加して

おく。 

斜交回転の軸に用いられる用語として、プライマリ因子軸とは、斜交回転をした場合の斜交軸のこ

とであり、参考因子軸とは、プライマリ因子軸と直交する斜交軸のことである。 

 

ステップ１ 

直交回転後の因子負荷行列 A から始める。 

A の各要素を、各行の 2 乗和が 1 となるように共通性を用いて基準化する。 

絶対値最大の２乗和が±1（我々の場合はバリマックス回転ですでに正）となるように定数倍する。 

A の各要素を k 乗したものを目標行列
*A とする。ここで k が奇数の場合はそのまま、偶数の場合

は要素の符号をかけておく。通常 k は 3 か 4 を指定するが、我々の場合は 4 にしている。 

これによって、絶対値が 1 に近いものを除き、他の要素は 0 に近づく。 
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ステップ２ 

回転後の A が
*A と最小２乗法の意味で最も近くなるような変換（プロクラステス変換）行列 rT は

以下の式で与えられる。 
1( )r

  *T A A A A  

ステップ３ 

プライマリ因子の因子構造を計算するための回転行列 pT は、
1( )p r

T T の列ノルムを 1 に基準化

した行列である。 

ステップ４ 

プライマリ因子軸と直交する（参考因子軸に沿う）成分である因子構造行列 pS 、参考因子軸と直交

する（プライマリ因子軸に沿う）成分である因子パターン行列 pP 、因子間の相関行列 p を以下よ

り求める。ここで、結果には因子構造行列 pS と因子パターン行列 pP を用いる。 

1, ( ) ,p p p p p p p

    S AT P A T T T   

 

最尤法と最小 2乗法による因子分析（追加） 

 標準化された観測変数を以下のように p 個の因子（内生変数）で表すものとする。 

1

p

i ij p i i

j

x a f b e  


   

これを用いると、相関係数 ijs は以下のように書ける。 

1 1 1 1

1 1 1 1

1

1 1
( )( )

1 1

p pN N

ij i j ik k i i jl l j j

k l

p p N N

ik jl k l i j i j

k l

p

ik jk i j ij ij

k

s x x a f b e a f b e
N N

a a f f b b e e
N N

a a b b

     
 

   
 



   

   



   

 

  

   

  

 Σ

 

ここに、因子と誤差について、以下の関係があるものとする。 

1

1 N

k l klf f
N

 





 ，

1

1 N

i j ije e
N

 





 ，

1

0
N

k if e 


  

 

最尤法では、以下の尤度を考える。 
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1

1 11

2 2 1

1 1
exp ( )

2(2 ) | |

(2 ) | | exp ( )
2

p pN

ij i j
p

i j

pN N

L x x

N
tr

 

 





 

  

 
  

 

 
  

 

 Σ
Σ

Σ Σ S

 

これを最大化するために、符号を反対にした対数尤度の最小化を考える。 

1

1 1

log log(2 ) log | | ( )
2 2 2

( ) log | | .
2

pN N N
L tr

N
tr const

 

 

   

    

Σ Σ S

Σ S Σ

 

この形から、ΣとS が完全に一致する場合に 0 になるように、評価関数 ( , )MLf a b を以下のように

定義してこれを最小化する。 
1 1( , ) ( ) log | |MLf tr p   a b Σ S Σ S  

最小 2 乗法では、評価関数 ( , )MSf a b を以下のように定義してこれを最小化する。 

2

1 1

( , ) ( )
p p

MS ij ij

i j

f s
 

  a b  

評価関数が複雑なため、パラメータの初期値の与え方が重要であるが、我々のプログラムでは、確実

に値の求まる最小 2 乗法の結果を初期値として用いる。 

 この手法の追加に伴い、セントロイド法は選択肢から外している。 
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5.2 プログラムの利用法 

 因子分析の実際の実行画面を図 1 に示す。データとしては主成分分析と同じように個体毎の元デー

タ、共分散行列、相関行列が選択できる。因子負荷量を求める方法では、主因子法、主成分分析、最

小 2 乗法、最尤法が利用できる。歴史的なセントロイド法については、最小 2 乗法と最尤法を導入し

た際に削除した（必要があれば復活も可能である）。 

 

図 1 因子分析画面 

図 2 に因子数を 2 としてバリマックス回転にチェックを入れ、「因子分析」のボタンをクリックした

場合の出力画面を示す。 

 

図 2 因子分析出力画面 

因子数で指定した数だけ因子負荷量と寄与率、累積寄与率が表示されている。但し、因子数を指定

しない場合は、セントロイド法で累積寄与率が 0.9 を超えたところで、主因子法では固有ベクトルの

値が 0.5 未満になったところで因子の出力を停止する。また、因子数を指定した場合でも、主因子法

で固有値が 0 に近い負の値を取ることも見つかっており、指定した個数より少なく表示される場合も

ある。この原因は現在考察中である。符号調整済みαは、因子負荷量の符号が同じになるように、変

数の符号を調整して因子負荷量の大きさで組み分けした場合の Cronbach のα係数である。これは、

一般には 0.8 程度以上が良いとされている。 
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「因子得点」ボタンをクリックすると図 3 のように個体毎の因子得点が表示される。ここでは因子

得点の推定に、Bartlett の重みつき最小 2 乗推定法を用いている。「散布図」ボタンをクリックする

と図 4 のように因子得点１を横軸に因子得点２を縦軸にした散布図を作成する。 

 

図 3 因子得点出力画面 

 

 

図 4 因子得点散布図 

新しくバリマックス回転の機能を追加したが、それ以外に因子負荷量推定法に主成分分析を、因子

得点の推定法として回帰推定も追加した。これらはよく利用されているのでデフォルトで、使うよう

に設定している。 

「因子得点係数」ボタンをクリックすると、因子得点を求めるための係数が、図 5 のように表示さ

れる。実データから求める場合と標準化されたデータ（不偏分散による）から求める場合の 2 種類の

係数が示されている。 

 



因子分析／多変量解析 

44 

 

 

図 5 因子得点を求める場合の係数 

 

「予測整合性」というボタンは、因子得点を計算して、逆に元のデータを予測し、実データと比較

して、因子分析の効果を実感してもらうためのものである。その実行画面を図 6 に示す。 

 

図 3.3 実測値と予測値の比較画面 

 

 因子分析のバージョンアップで、因子負荷量推定法に主成分分析を加えたことは前に述べたが。こ

れによって因子数を変数の数まで任意に選ぶことができるようになり、主成分分析の同じ主成分数の

場合と累積寄与率が等しくなる。また、他の推定法に比べても累積寄与率の値は向上する。その他に、

出力変数の並びをこれまでの変数選択順の他に、因子負荷量の大きさで２通りに並べ替える方法を加

えた。これによって因子ごとに因子負荷量の大きい変数同士を並べて表示できるようになり、因子の

解釈がより容易になる。 

 新たに最小 2乗法と最尤法も加えたが、最尤法は変数が多くなると時間を要する。 

 

参考文献 

[1] 田中豊・垂水共之編，Windows 版統計解析ハンドブック多変量解析，共立出版，1995. 
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６．クラスター分析 

6.1 クラスター分析の理論 

クラスター分析は個体や変数間の様々に定義された距離に基づき、これらを分類する手法である。

その中でもここで取り扱うのはクラスターを 1 つずつまとめてゆく階層的方法と呼ばれるものであ

る。クラスター分析のデータは変数と個体のシート形式で、表 1 のように与えられる。 

 

表 1 クラスター分析のデータ 

 変数 1 変数 2 … 変数 p 

個体 1 
11x  21x  … 1px  

個体 2 
12x  22x  … 2px  

： ： ： ： ： 

個体 n nx1  nx2  … pnx  

 

クラスター分析には距離の測定方法やクラスターの構成法にさまざまな種類があるが、ここでは利

用者の理解し易い代表的な数種のものについて取り上げている。距離の測定は２つの個体または変数

の間で定義される。これらが複数個集まったクラスター間の距離の定義にはクラスター構成法を利用

する。 

ここではまず、距離の測定方法を個体間のものと変数間のものに分けて説明する。個体 と個体 と

の距離には以下のようなものがある。最初に量的なデータに対してその定義を示す。 

ユークリッド距離  



p

i

ii xxd
1

22 )(   

標準化ユークリッド距離 



p

i

ii

i

xx
s

d
1

2

2

2 )(
1

  

マハラノビス距離  
 


p

i

p

j

jj

ij

ii xxsxxd
1 1

2 )()(   

ここに
2

is は変数 i の不偏分散、添え字の上に付いた
ijs は共分散行列S の逆行列

1S の i, j 成分であ

る。 

  






n

iii xx
n

s
1

22 )(
1

1



 ， 






n

jjiiijij xxxx
n

s
1

))((
1

1
)(


S  

次に、0/1 の値で与えられるカテゴリデータに対しては、以下の統計量を距離として用いる。 

類似比  )( cbaad   

一致係数 )()( dcbadad   
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ファイ係数 ))()()(()( dbcadcbabcadd   

ここに、 dcba ,,, は以下のように与えられる。 





p

i

ii xxa
1

 ， 



p

i

ii xxb
1

)1(  ， 



p

i

ii xxc
1

)1(  ， 



p

i

ii xxd
1

)1)(1(   

次に、変数 i, j 間の距離について述べる。数値データに対しては、以下の統計量を距離として用いる。 

相関  jiijij sssd 1  （1-相関係数） 

順位相関 jiijij sssd ~~~1  （1-順位相関係数） 

ここに、 is~ 及び ijs~ は、データの代わりに変数別に付与された順位データを用いて求めた、標準偏差

と共分散である。 

 カテゴリデータに対しては、まず以下のような変数 i, j に対する統計量
2

ij を求める。 

 
 


  

 


i jr

k

r

l lk

lkk l

ij
nnn

nnnn

1 1

2

2
21

  

ここに、 ir は変数 i の分類数、 kln は変数 i の k 番目の分類と変数 j の l 番目の分類に含まれるデー

タ数及び、 kn と ln はそれぞれ kln の l についての和と k についての和である。 

これを用いて以下のように距離を定義する。 

平均平方根一致係数 nd ijij

2  

一致係数  )( 22 nd ijijij    

クラメールの V  )1,1min()( 2  jiijij rrnd   

次にクラスター構成法について述べる。ここではクラスターf とクラスターg を結合してクラスターh

を作り、他のクラスターl との距離を求める場合を考える。クラスター h とクラスター l の距離を

hlD で表わすと、これらの関係は以下のように与えられる。 

最短距離法 glflglflhl DDDDD 
2

1

2

1

2

1
 

最長距離法 glflglflhl DDDDD 
2

1

2

1

2

1
 

メジアン法 fgglflhl DDDD
4

1

2

1

2

1
  

重心法  
2

2

222

fg

h

gf

gl

h

g

fl

h

f

hl D
n

nn
D

n

n
D

n

n
D   

群平均法 
222

gl

h

g

fl

h

f

hl D
n

n
D

n

n
D   
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ウォード法  2222 )()(
1

fglgllgfllf

lh

hl DnDnnDnn
nn

D 


  

但し、重心法、群平均法、ウォード法について、距離はユークリッド距離をとるものとする。 

 

6.2 プログラムの利用法 

メニュー［分析－多変量解析－クラスター分析］を選択して表示される、クラスター分析の分析画

面を図 1 に示す。 

 

 

図 2 クラスター分析メニュー画面 

変数を選択して「距離行列」ボタンをクリックした場合の出力結果を図 2 に示す。これは各要素の

類似度（距離）を表示したものである。 

 

 

図 2 類似度行列 

 

クラスター分析で最も利用する「デンドログラム」の出力結果を図 3 に与える。 
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図 3 デンドログラム 

 

デンドログラムでは構成の際の類似度が読みづらいので構成順を表にして示す。「クラスター構成」

ボタンをクリックすると図 4 に示される結果が表示される。 

 

 

図 4 クラスターの構成 

 

クラスター名の先頭に E の付いたものは要素名、C の付いたものはクラスターである。クラスター

名はデンドログラムで表示される左端の要素名で代表される。例えば、最初の行は、要素「三好」と

要素「増川」が結合され、クラスター「三好」になる、と読む。また、3 番目の行は、クラスター「三

好」と要素「藤田」が結合され、クラスター「三好」になる、と読む。 

「クラスター分類表」ボタンをクリックすると、例えば、図 3のデンドログラムを表形式で表した

図 5のクラスター分類表が表示される。これはクラスター構成の各段階での分類を表示している。こ

れによって例えば全体を２分割するときに各個体がどちらのクラスターに属するか簡単に知ること

ができる。また、これを利用して２つのクラスター間での有意差検定などを行いたい場合、この表の

列をコピーして元データに加え、簡単に群分けすることができるようになる。 
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図 5 クラスター分類表 

 

他の分析でも同様であるが、これまで予測値は欠損値データを除いて表示していたが、新しいデー

タを作成することを考えると欠損値を加えたままで表示し、元のデータに簡単に追加できるようにす

る方が賢明である。例えばこのクラスター分類表で、芝田のデータに欠損がある場合、図 6 の形式で

表示すべきである。 

 

 

図 6 欠損値のある場合の分類表の表示 

 

この考えをすべての多変量解析に適用し、予測値には欠損値も加えて表示するように変更した。特に

予測値の並びが変わった分析は、判別分析と数量化Ⅱ類である。これらは今まで群ごとに予測値を表

示していたが、新たにデータ並びの順に表示するように作り変えた。 
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７．正準相関分析 

7.1 正準相関分析の理論 

正準相関分析は変数 1 2, , , rx x x と変数 1 2, , , sy y y を含む２群間の相関係数を、これらの変数を

用いた 1 次関数間の相関係数と定義し、この相関係数が最大となるように係数を決める手法である。 

まず、以下のような線形結合により、新しい変数 u , v を考える。 

 
tu  ax , 

tv  by , 

 

1

2

r

x

x

x

 
 
 
 
  
 

x ,  

1

2

s

y

y

y

 
 
 
 
  
 

y ,  

1

2

r

a

a

a

 
 
 
 
  
 

a ,  

1

2

s

b

b

b

 
 
 
 
  
 

b  

ここに、 a , bは係数ベクトルである。 

変数 1 2, , , rx x x と変数 1 2, , , sy y y の分散共分散行列をそれぞれ xxS , yyS とし、2 組の変数間の

分散共分散行列を xyS （
t

yx xyS S ）とすると、 u と v の相関係数 uvr は以下となる。 

 
t

uv xyr  aS b  

但し係数ベクトルは u , v の分散が 1 になるように 1t
xx aS a , 1t

yy bS b と規格化している。 

制約条件 1t
xx aS a , 1t

yy bS b を入れ、Lagrange の未定定数法を用いて uvr が最大となるように

係数を求めると、以下の固有値問題に帰着する。 

 
1 1 2

xx xy yy yx   S S S S a a ,  1t
xx aS a , 

 
11

yy yx


b S S a  

ここに  は未定定数であるが、 uvr に等しいことが上の計算過程から分かっており、最大の相関係数

の 2 乗は最大の固有値に等しい。この固有値に対応する固有ベクトル a , bで決まる変量 u , v を（第

１）正準変量、その時の相関係数を（第１）正準相関係数という。これに倣ってα番めに大きい固有

値に対応する固有ベクトルから同様に求まるものをそれぞれ第α正準変量、第α正準相関係数という。 

 個体（レコード）  について、変数 ix のデータを ix  , 変数 jy のデータを jy  とするとこの個体

の正準変量 u , v は以下のように与えられる。 

 
1

r

i i
i

u a x 


  ,  
1

s

j j
j

v b y 


   

 ここでは元のデータから分散共分散行列を用いて求める方法を示したが、変数の大きさ（ばらつき）

に極端な差があるときは、各変数を標準化して相関行列から同様の計算を進める。 

 正準変数 u と変数 ix との相関係数 uir 、正準変数 v と変数 jy  との相関係数 vjr を正準負荷量という。

正準負荷量を使った以下の定義を寄与率 ,u vP P という。 
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2

1

r

u ui

i

P r r



 ，
2

1

s

v vj

j

P r s



  

 正準変数 u と変数 jy との相関係数 ujr 、正準変数 v と変数 ix との相関係数 vir を交差負荷量という。

公差負荷量を使った以下の定義を冗長性係数 ,u vQ Q という。 

 
2

1

s

u uj

j

Q r s



 ，
2

1

r

v vi

i

Q r r



  

 

7.2 プログラムの利用法 

正準相関分析の実行画面を図 1 に示す。 

 

 

図 1 正準相関分析画面 

 

分析は、主成分分析等と同様、元データ、分散共分散行列、相関行列から実行できるが、正準変量の

値と正準変量の散布図については、当然元データがないと求められない。計算のモデルは、データを

そのまま利用する場合と、標準化して相関行列を用いて計算する場合のどちらかを選ぶようになって

いる。直感的に分り易いのはそのままの値を利用するものであるが、変数の大きさが相当違う場合や

係数から重要性を読み取ろうとする場合には標準化した方がよい。図 2 は５つの変数を、３つと２つ

に分け、「正準相関分析」ボタンをクリックした実行結果である。 

 

 

図 2 正準相関分析出力画面 
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この場合正準変量u に含まれる変数の数として 3 を指定する。また、変数は同じ組の変数が並ぶよ

うに、選択順を調整する。結果は２つの正準変量の値と２つの正準相関係数の値を表示する。 

次に図 3 に「正準変量の値」ボタンをクリックした場合の実行結果を示す。 

 

 

図 3 正準変量の値画面 

 

各個体毎に正準変量の値を計算して表示している。ここでは標準化されたデータから計算を進めた

ので、結果は標準化された値となる。これらのデータから第 1 正準変量について散布図を作ったもの

が、図 4 である。正準変量の選択は「設定」ボタンでできる。 

 

 

図 4 正準変量の散布図 

 

第１正準変量のうちの一方を横軸に、もう一方を縦軸にとっているが、相当高い正準相関係数になる

ことが見て取れる。 

 正準変数と、それと同じ組の変数との間の相関係数を正準負荷量という。「正準負荷量」ボタンを

クリックすると、正準負荷量と各正準変量の寄与率が図 5 のように表示される。 
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図 5 正準負荷量 

 

 正準変数と、それと違う組の変数との間の相関係数を交差負荷量という。「交差負荷量」ボタンを

クリックすると、交差負荷量の値が図 6 のように表示される。 

 

 

図 6 交差負荷量 
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８．数量化Ⅰ類 

8.1 数量化Ⅰ類の理論 

数量化Ⅰ類は、目的変数をカテゴリデータから推測する手法で、量的データの重回帰分析に相当す

る。数量化Ⅰ類の変数は目的変数とアイテム毎に複数個含まれるカテゴリ変数からなる。データの基

本的な形は表 1.1 に示される。カテゴリデータは各アイテム中の１つのカテゴリを選択するようにな

っており、選択された値が 1 で、他の値が 0 であるように定められている。これはデータの一般的な

書式 ijx を用いて以下のように表わすこともできる。 

 }1,0{ijx ， 1
1




ir

j

ijx   

表 1.1 数量化Ⅰ類のデータ 

目的変数 
アイテム 1  アイテム p 

カテゴリ 1 … カテゴリ r1 … カテゴリ 1 … カテゴリ rp 

1y  111x  … 11 1r
x  … 11px  … 1pprx  

2y  112x  … 21 1r
x  … 12px  … 2pprx  

： ：  ：  ：  ： 

ny  nx11  … nrx
11  … npx 1  … nprp

x  

これより全カテゴリ数 cr は以下で与えられる。 

 



p

i

ic rr
1

 

目的変数は第 2 アイテム以降の第 1 カテゴリを除いた、以下の式で予測される。 

 
 


p

i

r

j

ijij

r

j

jj

i

xaxaY
2 21

11
ˆˆ

1

  

ここに、係数 ijâ は以下の残差変動 EV を最小化するように求める。後に述べるが係数はすべて独立

ではない。このうちの１つは他の係数で求めることができる。それにより係数の数 dr は以下で与え

られる。 

prr cd   

残差変動 EV の係数 ijâ についての微係数を 0 として、以下の解を得る。 

 



n

YyEV
1

2)(


   →  XyXXa tt 1)(ˆ   

ここに、各行列やベクトルは以下のように定義されるが、第 2 アイテム以降の第 1 カテゴリを外して

いるのは、行列 XXt
の正則性を失わせないためである。 



数量化Ⅰ類／多変量解析 

55 

 

 )ˆˆˆˆˆˆ(ˆ
2222111 21 pprprr

t aaaaaa a
 

 )( 21 n

t yyy y  

 























nprnpnrnnrn

prprr

prprr

p

p

p

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx









2222111

2222222221112

1211222111111

21

21

21

X  

また、この係数は、 

 0

1 2

ˆˆ axaY
p

i

r

j

ijij

i


 

  

として通常の重回帰分析の手法で求めることもできる。もちろん値は前のものと異なる。 

 ここで係数の自由度について考えてみる。 

アイテム数を𝑝個、第𝑖のアイテムのカテゴリ数を𝑟𝑖個とし、第𝑖アイテムの第𝑘カテゴリ、レコード𝜆の

データを𝑥𝑖(𝑘)𝜆 = {0,1}とし、数量化Ⅰ類の予測式が以下で与えられたとする。 

𝑦𝜆 = ∑ ∑ 𝑏𝑖(𝑘)𝑥𝑖(𝑘)𝜆

𝑟𝑖

𝑘=1

𝑝

𝑖=1

+ 𝑏0   ,      ∑ 𝑥𝑖(𝑘)𝜆

𝑟𝑖

𝑘=1

= 1 

この式から、以下の関係も与えられる。 

𝑦̅ = ∑ ∑ 𝑏𝑖(𝑘)𝑥̅𝑖(𝑘)

𝑟𝑖

𝑘=1

𝑝

𝑖=1

+ 𝑏0 

この係数（カテゴリウェイト）には以下の自由度が存在する。 

𝑏′𝑖(𝑘) = 𝑏𝑖(𝑘) − 𝑐𝑖   ,    𝑏′
0 = 𝑏0 + ∑ 𝑐𝑖

𝑝

𝑖=1

 

なぜなら、 

∑ ∑ 𝑏′𝑖(𝑘)𝑥𝑖(𝑘)𝜆

𝑟𝑖

𝑘=1

𝑝

𝑖=1

+ 𝑏′0 = ∑ ∑(𝑏𝑖(𝑘) − 𝑐𝑖)𝑥𝑖(𝑘)𝜆

𝑟𝑖

𝑘=1

𝑝

𝑖=1

+ 𝑏0 + ∑ 𝑐𝑖

𝑝

𝑖=1

= ∑ ∑ 𝑏𝑖(𝑘)𝑥𝑖(𝑘)𝜆

𝑟𝑖

𝑘=1

𝑝

𝑖=1

+ 𝑏0 

この解に対して代表的なカテゴリウェイトを作ってみる。 

 

重回帰ウェイト 

𝑐𝑖 = 𝑏𝑖(0) 

これにより、𝑏′𝑖(0) = 0となる。 

通常のカテゴリウェイト 

𝑐1 = −𝑏0 − ∑ 𝑐𝑖

𝑝

𝑖=2

  ,   𝑐𝑖 = 𝑏𝑖(0)  (𝑖 ≠ 1) 
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これにより、𝑏′0 = 0, 𝑏′𝑖(0) = 0  (𝑖 ≠ 1)となる。 

基準化ウェイト（これが最も重要である） 

𝑐𝑖 = ∑ 𝑏𝑖(𝑘)𝑥̅𝑖(𝑘)

𝑟𝑖

𝑘=1

 

これにより、 

∑ 𝑐𝑖

𝑝

𝑖=1

= ∑ ∑ 𝑏𝑖(𝑘)𝑥̅𝑖(𝑘)

𝑟𝑖

𝑘=1

𝑝

𝑖=1

= 𝑦̅ 

となり、予測式は以下となる。 

𝑦𝜆 = ∑ ∑ 𝑏′𝑖(𝑘)𝑥𝑖(𝑘)𝜆

𝑟𝑖

𝑘=1

𝑝

𝑖=1

+ 𝑦̅ 

これは𝑏′𝑖(𝑘)が目的変数を平均より上げるか下げるか分かるようになる。 

 

 分析の寄与率
2R（重相関係数 R ）、自由度調整済み寄与率

2*R （自由度調整済み重相関係数 *R ）

は、以下のように全変動 SV 、回帰変動 RV 、残差変動 EV を用いて与えられる。。 

 RVEVyYYyyySV
nnn

 
 1

2

1

2

1

2 )()()(










  

 SVEVSVRVR  12
，

)1(

)1(
1*2






nSV

rnEV
R d

 

各アイテムと目的変数の共分散行列 yyiyij sss ,, を以下で定義する。 

 






n

jjiiij XXXX
n

s
1

))((
1

1



 ， 






n

iiiy yyXX
n

s
1

))((
1

1


 ， 

 






n

yy yy
n

s
1

2)(
1

1


  

ここに、アイテム i の予測値 iX 及びその平均 iX は以下で与えられる。 

 



ir

j

ijiji xaX
1

~
 ， 




n

ii X
n

X
1

1



  

上で定義した共分散行列を用いた相関行列R の逆行列
1R の成分

yyiyij rrr ,, から、アイテム i と目

的変数との偏相関係数 iyr~ は以下のように求められる。 

 
yyiiiy

iy rrrr ~
 

アイテムの重要性を調べるために、p 個のアイテムに 1 つ付け加える場合を考える。全変動 SV 、

p 個のアイテムの回帰変動 RV 、 p 個のアイテムの残差変動 EV 、係数の数 dr 、 1p 個のアイ

テムの回帰変動 'RV 、残差変動 'EV 、係数の数 dr ' を用いて、付け加えるアイテムの重要性の F 値
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は以下となる。 

   
)1'('

''






d

dd

rnEV

rrEVEV
F   自由度 dd rr ' , 1'  drn  

また、 p 個のアイテムの数量化Ⅰ類による式の有効性の F 値は以下となる。 

)1( 


d

d

rnEV

rRV
F   自由度 dr , 1 drn  

 

8.2 プログラムの利用法 

実際の分析メニュー画面は図 1 に与える。 

 

図 1 数量化Ⅰ類メニュー画面 

 

入力にはアイテム毎にカテゴリ名が記されているものとアイテム内をカテゴリ数に分け 0/1で回答

を表わしたものの 2 種類のデータが利用できる。もちろん 0/1 で表わされたデータには、アイテム毎

のカテゴリ数を与える必要があり、テキストボックス内にカンマ区切りで入力する。コマンドボタン

「0/1 型への変換」ではカテゴリ名データからもう１つの入力型である 0/1 型データに変換する。出

力結果を図 2 に示す。 

 

図 2 0/1 型データへの変換 

 

カテゴリウェイトと基準化されたカテゴリウェイトの値はコマンドボタン「カテゴリウェイト」を
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クリックすることによって得られる。また、これらの値による予測値から得られる重相関係数と寄与

率も与えられる。出力画面は図 3 に示す。 

 

 

図 3 カテゴリウェイト 

ここでは定数項を 0 としたカテゴリウェイトの他に、各アイテムのカテゴリの影響の正負がはっきり

分かる基準化カテゴリウェイトや、各アイテムの第 1 カテゴリを 0 とした重回帰ウェイトが求められ

る。重回帰ウェイトは 0/1 データから、第 1 カテゴリを 0 として、重回帰分析を実行した場合と同じ

結果となる。有効性 F 値は、残差に正規性があるとは考えられないので、F 分布にはならず、p 値を

求めることはできないが、参考のため F 分布の際の上側確率を与えている。 

目的変数とアイテム間の相関行列、目的変数とアイテム間の偏相関係数、ウェイト範囲、変数の重

要性の F 値等は「アイテム重要性」ボタンをクリックすることにより図 4 のように表示される。重要

性 F 値についても参考のため F 分布の際の上側確率を与えている。 

 

 

図 4 アイテム重要性 

 

各アイテムが目的変数をどのように予測するかを個体毎に示すアイテムの予測値は「アイテム予測

値」ボタンで図 5 のように示される。変更：この結果はカテゴリウェイトに依存するので、ボタンを

削除した。 

 



数量化Ⅰ類／多変量解析 

59 

 

 

図 5 アイテム予測値 

 

目的変数に対する予測値と残差は「予測値と残差」ボタンで図 5 のように与えられ、その「散布図」

を図 6 に示す。 

 

図 6 予測値と残差 

 

 

図 6 予測値と実測値の散布図 
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９．数量化Ⅱ類 

9.1 数量化Ⅱ類の理論 

 数量化Ⅱ類はカテゴリデータに関する線形判別関数を定義し、個体を分類することが狙いであり、

判別分析に相当する。カテゴリデータで群分類を行なう数量化Ⅱ類は、群の数を m  、群 のデー

タ数を n 、アイテム数を p 、アイテム i  のカテゴリ数を ir として、表 1 のデータ形式を元にする。 

表 1 数量化Ⅱ類のデータ 

 

アイテム 1  アイテム p   

カテゴリ 1 … カテゴリ 1r   … カテゴリ 1 … カテゴリ pr   

群 1 

1

111x  … 1

1

1 1rx  
 

1

11px  
… 

1

1pprx  

：  ： … ：  ： 

1

1

11nx  
… 1 1

1

1r nx  
 1

1

1p nx  
… 1

1

ppr nx  

： ：  ：  ：  ： 

群

m   

111

mx  … 11 1

m

rx  
 11

m

px  
… 1p

m

prx  

：  ： … ：  ： 

11 m

m

nx  
… 11 m

m

r nx  
 1 m

m

p nx  
… p m

m

pr nx  

一般にデータを {0,1}ijx  の形で表わすと、 (1,2, ,m ) は群、  (1, 2, , n ) は個体、 i

(1,2, , p ) はアイテム、 j (1,2, , ir ) はアイテム毎のカテゴリである。各変数には次の関係が

ある。 

1

1
ir

ij

j

x


        (1) 

このため、アイテムごとに独立なカテゴリの数は 1 つ少なくなる。通常は第 1 カテゴリを除いた変数

を用いて分析を実行する。 

 ここで、
ijx の表式を判別分析と類似のものとするため、新しい表記として Ix

 を導入する。この

大文字の I  はアイテム i  、その中のカテゴリ ( 2, , )ij r  について、順番にアイテム 1 から並

べた数で、

1

1

( 1) ( 1)
i

k

k

I r j




    で定義される。変数 I の範囲は

1

1,2, , ( 1)
p

k

k

I P r


    

である。この変数表記法を用いると第 1 カテゴリを除いた数量化Ⅱ類は判別分析と同等であることが

理解し易い。以後は 

1 1 1

irpP

I ij

I i j

f f
  

    

と置き換えることによって、両者の書式を使い分けることにする。 
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1) マハラノビスの距離に基づく方法 

 新しい変数表記法 Ix

 でデータを見ると 0,1 型のデータであっても、判別分析と同等に扱うことが

できる。よってデータの判別はマハラノビスの距離に基づく方法を用いて、判別分析と同じように行

うことができる。但し、データの分布は正規分布でないので、判別分析の最初のところで述べた分布

関数による判別の理由付けはできない。しかし、3.3 節で述べたように、２群の場合は正準形式と同

等であるので、判別関数による群間分散の最大化の方法による理由付けは説得力がある。３群以上の

場合は、群間の１対比較によって判別を行うものと解釈すると、判別の問題は判別分析と全く同等に

考えることができる。 

２群の場合、判別分析と同じように作られた係数を用いて判別関数は以下のように与えられる。こ

こでは判別関数との類似性を強調するため、新しい変数表示法を用いている。 

1 2

1 1

1
( )

2

P P

I I I I I

I I

z a x x x a
 

     ,  
1 1 2

1

( ) ( )
P

I IJ J J

J

a x x



  S   (2) 

また、３群以上の場合、群 の判別関数は以下のように与えられる。 

1 1

1

2

P P

I I I I

I I

z a x x a   

 

    ,  
1

1

( )
P

I IJ J

J

a x 



 S    (3) 

 

２群の場合も３群以上の場合も、係数ベクトル ija は各アイテムの第 1 カテゴリを除いたものであ

るので、以下のような基準化された係数 ijd ( 1, , , 1,2, , )ii p j r  も計算しておく。 

２群の場合 

1

ˆ ˆ
ir

ij ij ik ik

k

d a x a


  ， 
0 1

ˆ
1ij

ij

j
a

a j


 


 

３群以上の場合 

1

ˆ ˆ
ir

ij ij ik ik

k

d a x a  



  ， 
0 1

ˆ
1ij

ij

j
a

a j





 


 

ここに基準化ウェイトの意味がカテゴリの影響が判別に正に働くか負に働くかを見ることであると

考えて、以下のように、
ikx はアイテム i  カテゴリ k  における群平均の単純平均とした。 

1

1 m

iik kx
m

x 



    

 基準化されたカテゴリウェイトを用いると、判別関数値は以下のように与えられる。 

２群の場合 

1 1

prp

ij ij

i j

z d x
 

       (4) 

３群以上の場合 

1 1 1 1 1 1

1
ˆ ˆ

2

i i ir r rp p p

ij ij ij ij ij ij

i j i j i j

z d x x a x a    

     

       (5) 
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 判別分析は変数一つひとつが独立であったが、数量化Ⅱ類の場合は、１つのアイテムが判別分析の

１つの変数に対応する。その中にはいくつかのカテゴリが含まれているために、アイテムの重要性は

複数のカテゴリをまとめた重要性と解釈される。そのため、アイテムの重要性をみるには、カテゴリ

による判別関数値の変化幅であるウェイト範囲や以下に述べるアイテムと判別関数値との相関係数、

アイテムと判別関数値との偏相関係数の値などが参照される。 

アイテムと判別関数間の相関係数を次のように与える。 

ij ij ii jjr s s s ， iz iz ii zzr s s s  

ここに、アイテムと判別関数間の共分散 ijs ，
izs ，

zzs は以下のように定義される。 

1 1

1
( )( )

1

nm

ij i i j js x x x x
n


 

 
  

  

 ，

1 1

1
( )( )

1

nm

iz i is x x z z
n


 

 
  

  

 ， 

2

1 1

1
( )

1

nm

zzs z z
n





  

 

  

但し、

1

ˆ
ir

i ij ij

j

x a x 

 


 ，

1 1

1
nm

i ix x
n





  

  ，

1

1 m

z n z
n






  である。 

変更点を明らかにするために、プログラム変更以前の定義も与えておく。 

1 1

1
( )(z )

1

nm

iz i is x x z
n


 


  

  

 ，

2

1

1
(z )

1

m

zzs n z
n






 

 ，

1

1
n

z z
n


 


 

   

 アイテム i  と判別関数との偏相関係数 iyr は、上の相関係数を用いた相関行列 R の逆行列
1R の

成分 , ,ij iz zzr r r を用いて、以下のように与えられる。 

 
iz ii zz

izr r r r   

 数量化Ⅱ類では２群の判別の場合、各アイテムについて判別分析と同様にその有効性の F 値を求め

ることができる。アイテム i の有効性の F 値は以下となる。最後の分布形は仮に変数の正規性が成り

立つ場合の性質であるが、当然数量化Ⅱ類のデータでは成り立たない。参考までの仮の表示である。 

 
1 2

2 2

1 2 1 2
1, 12

1 2 1 2 1 2

( 1) ( )
~

( )( 2) i

i
i r n n p

i

n n p n n D D
F F

n n n n n n D
   

   


   
分布 

ここに、
2

iD は両群のカテゴリ i を除いたマハラノビス距離である。 

 

2) 正準形式に基づく方法 

 マハラノビス形式と同様に、判別関数は係数 ija ( 1, , , 2, , )ii p j r  と定数 0z を用いて以

下のように与える。 
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0

1 2

irp

ij ij

i j

z a x z 
 

   

 この判別関数は新しい変数表記法では以下となる。 

0

1

P

I I

I

z a x z


   

この表記法では、第 1 カテゴリを除いた数量化Ⅱ類と判別分析が同等である。 

 

我々は z の群間の変動
2

Bs と群別変動の合計
2s を以下のように定義し、群間の変動を際立たせる

ために、これらの分散比
2 2

Bs s  を最大化することを考える。 

2 2

1

( )
m

Bs n z z




  ，
2 2

1 1

( )
nm

s z z


 


  

   

ここに、
α

1

1
n

z z
n











   ， 

1 1

1
 

nm

z z
n





 



 

  ， 

1

m

n n


  である。 

 この分散比を係数で微分することにより、判別分析と同様に以下の方程式が得られる。 

 Ba Sa         (6) 

この方程式はデータを以下のようにまとめ、 

1

1 1 1 1

1 1 1 1

121 1 1 21 1

1 1 1 1

12 1 1 2

121 121 21 1

12 12 2

p

p

p

m m m p m

r p pr

n r p n pr n

m m m m

p pr

m m m m

n n p n pr n

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

X

 

1

1

1 1 1 1

12 1 2

1

1 1 1 1

12 1 2

12 12 2

12 12 2

p

p

p

p

r p pr

r p pr

B

m m m m

p pr

m

m m m m

p pr

x x x x

n

x x x x

x x x x

n

x x x x

 
  

  
  

 
 
 

 
 
 
  

 

X
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1

1

12 1 2

12 1 2

p

p

r p pr

r p pr

x x x x

n

x x x x

  
  

  
 
 

X  

方程式中の行列を以下のように定義することによって得られる。 

112 1 2( )
p

t

r p pra a a aa  

1
( )( )t

B B
n m

  


S X X X X ，
1

( )( )t

B B
n m

  


B X X X X  

ここに n はすべての群のデータ数の合計、m は群の数である。 

 方程式 (6) は正準判別分析と同様の方法で変形され、以下となる。 

Au u         (7) 

ここに、
1 1t A F B F ，

tu Fa、またF は
tS F F となる下三角行列である。 

(7) 式の第 r 固有値に対する規格化された固有ベクトル
( )ru  を使って、係数は

( ) 1 ( )r t ra F u と

なり、これにより判別関数は以下となる。 

( )

1

) ( )(

1

P
r r

I I

I

P
r

I I

I

z a a xx
 

         (8) 

ここで定数項については、正準判別分析と同様に、各固有値に対応する判別関数の群別平均の単純平

均が 0 になるようにしている。 

係数
( )r

ija は各アイテムの第1カテゴリを除いたものであるので、以下のような基準化した係数
( )r

ijd

( 1, , , 1,2, , )ii p j r  も計算しておく。 

( ) ( ) ( )

1

ˆ ˆ
ir

r r r

ij ij ik ik

k

d a a x


  ， 
( )

( )

0 1
ˆ

1
r

rij

ij

j
a

a j


 


 

ここに基準化ウェイトの意味を考えて、
ikx は判別関数のときと同様に、アイテム i  カテゴリ k  に

おける群平均の単純平均とした。 

1

1 m

iik kx
m

x 



    

 基準化されたカテゴリウェイトを用いると、判別関数は以下のように与えられる。 

( ) ( )

1 1

irp
r r

ij ij

i j

z d x
 

       (9) 
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9.3 プログラムの利用法 

メニュー［分析－多変量解析等－数量化Ⅱ類］を選択すると、数量化Ⅱ類のメニュー画面が図 1 の

ように表示される。 

 

 

図 1 数量化Ⅱ類分析画面 

データは先頭列で群分けを行なう場合と既に群別になっている場合が取り扱えるが、群別データか

らの場合は群の数を入力する必要がある。データの形式は各アイテムについてカテゴリ名を与える場

合とカテゴリが既に 0/1 データとして分けられている場合があるが、0/1 データの場合、各アイテム

のカテゴリ数をカンマ区切りで入力しなければならない。また、計算方式としては、上部に示された、

参考文献 3) で与えられるマハラノビス形式と下部に示された、参考文献 4) で与えられる正準形式

のどちらかを選択できる。正準形式は、これまでの計算結果を踏襲するものであるが、定義の違いか

ら、係数について定数倍の違いがある。しかし、判別結果については同じである。マハラノビス形式

は、2 群の場合、判別分析のところで示したように、正準形式と定数倍の違いを除いて同じである。

しかし、3 群以上の場合では大きく異なり、判別分析と同様の結果を出力する。マハラノビス形式の

結果は、各カテゴリの第 1 アイテムを除いた変数で判別分析を行った結果と一致する。我々はまず、

2 群の場合の結果を比較して、3 群の場合の違いを見ることにする。 

「数量化Ⅱ類」コマンドボタンをクリックした結果を比較する。マハラノビス形式の結果を図 2a

に、正準形式の結果を図 2b に与える。 
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図 2a マハラノビス形式のカテゴリウェイト 

 

図 2b 正準形式のカテゴリウェイト 

ここではカテゴリウェイト、基準化されたカテゴリウェイト、判別の分点、誤判別確率が表示される。

2 群の判別の場合、判別の分点は 0 にしている。2 つのカテゴリウェイトはそれぞれ比例している。

正準形式の場合は、固有値と寄与率、累積寄与率が表示されるが、2 群の場合、寄与率と累積寄与率

は定義より 1 になる。 

2 群の場合、2 つの方法は同等であるので、以後はマハラノビス形式の結果のみを表示する。「アイ

テム重要性」ボタンをクリックすると、図 3 のような結果が表示される。 

 

図 3 アイテム重要性 

ここでは、相関行列とそれを元に計算される偏相関係数及びアイテム毎のカテゴリウェイトの最大と

最小の差であるウェイト範囲が表示される。ウェイト範囲は各アイテムの重要性を見るのに用いられ

る。またアイテムの重要性を示す F 値等も表示される。データに正規性がないために、F 値の確率は

参考 p 値として表示してある。 

図 4 は「判別得点」をクリックした場合の結果を表わしている。各個体が元々所属する群とその

個体の数量化された値が示される。判別の助けとなるように各群の判別得点の平均や２群の場合は判

別の分点も示されている。 
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図 4 判別得点 

 

 以後は 3 群以上の場合を扱う。3 群の場合、正準形式とマハラノビス形式ではかなり異なる。マハ

ラノビス形式では群別の判別関数が出力されるのに対して、正準形式では固有値に対応する判別関数

が出力される。前者はどの判別関数の値が大きいかによって判別結果を決めるが、後者は判別結果を

多次元上に表示するためのものである。結果を比較して示しておく。それそれ、図 5a と図 5b のよう

に結果が表示される。 

 

図 5a マハラノビス距離を用いたカテゴリウェイト 

 

図 5b 正準形式を用いたカテゴリウェイト 

 

それぞれの方法の「判別得点」をクリックした結果を図 6a と図 6b に示す。 
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図 6a マハラノビス距離を用いた判別得点 

 

図 6b 従来の方法による判別得点 

マハラノビス形式では、判別関数の値の最も大きい群に判別されることが示されているが、正準形式

では判別結果は明確に示されていない。正準形式では複数の次元の判別点を見て判断を下すため。2

次元上に散布図を描画する機能が付けられている。メニューの「軸設定」で表示する次元を設定し、

「散布図」ボタンにより、図 7 のように判別得点を平面上に表示する。図中の楕円は1.5 を表す楕

円である。重なった点が多いため、散布図はあまり見易いとは言えない。 

 

図 7 判別得点による散布図
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１０．数量化Ⅲ類 

10.1 数量化Ⅲ類の理論 

数量化Ⅲ類はカテゴリと個体にそれぞれ数値を与えて、データの持つ類似性を解明しようとするも

のである。個々のデータはカテゴリに反応した場合 1、反応しない場合は 0 で与えられる。 

  0,1 ix    

ここに、i はカテゴリ、λ  は個体を表わす。また、カテゴリ数を p 、データ数をn（ p n ）とす

る。 

この分析では、カテゴリと個体に対してカテゴリウェイトと個体ウェイトと呼ばれる特徴的な点数

iu と v を与える。そのようにすると  番目の個体の i 番目のカテゴリの回答に対して、数値の組

( , )i i iu x v x   が割り当てられる。即ち、各回答の反応した位置には数値の組 ( , )iu v が割り当てら

れる。この反応した点を１つのデータ点と考えると、カテゴリと個体に割り当てられた数値間の散布

図が得られる。各カテゴリや個体への数値の与え方によって散布図の形状は変わってくる。与えられ

た数値の順にカテゴリや個体を並べ替えると考えると、並べ替えによって大まかに散布図の形状を変

えていると考えてもよい。似た回答をされたカテゴリや個体に属するデータ点を近くにまとめ、それ

と異なる回答をしたカテゴリや個体に属するデータ点を遠く離すには、この散布図の相関係数が最大

になるように（データ点が直線状に並ぶように）点数を与えるとよい。数量化Ⅲ類では、このような

考え方に基づき議論を進めて行く。 

まず、各点の平均について考え、これが 0 になるように変数の原点を決める。即ち、以下とする。 

1 11

1 1
0

p pn

i i i i

ii

u x u c u
T T


 

     ， 

0 1 1

1 1
0

p n n

i

i

v x v d v
T T

   
   

     

1

n

i ic x 



  ， 

1

p

i

i

d x 



  ，  

1 1

p n

i

i

T x 

 

 , 

これによって、２変量 ( , )iu v の分散、共分散は以下で与えられる。 

2 2 2 2

1 1 1

1 1p pn

u i i i i

i i

S x u c u
T T


  

    ， 

2 2 2 2

1 1 1

1 1p n n

i

i

vS x v d v
T T

  
   

    

1 1 1 1

1 1p pn n

uv i i i i i

i i

S x u x v x u v
T T

    

    

    

これからカテゴリと個体の相関係数を /uv u vS S S  と表わす。点数の分散を 1 とする制約条件
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を付けて、この相関係数  を最大にする点数を求めるために、Lagrange の未定乗数法を用いる。 

    2 21 1uv u vL S S S       

ここに と は未定乗数である。これを iu と v で微分して、以下の方程式を得る。 

 

1

2 0
n

i i ix v c u 






  , 

1

2 0
p

i i

i

x u d v  


   

これらの式を行列で表示すると以下のようになる。 

 2Xv Cu ,  2 X u Dv      (1) 

ここに 

 

11 1

1

n

p pn

x x

x x

 
 

  
  

X ,  

1 0

0 p

c

c

 
 

  
 
 

C ,  

1 0

0 n

d

d

 
 

  
 
 

D , 

  1 pu u  u ,   1 nv v  v  

これらの行列を用いると、以下の関係も示される。 
2

uTS T  u Cu ， 
2

vTS T  v Dv ， 
uvTS T    u Xv v X u   

(1) の方程式で、左式に左から u を掛けると上の関係から、 2  、同様に右式に左から v を掛

けると 2  を得る。右式を vについて解いて左式に代入すると以下となる。 

 
1 1 2   C XD X u u ,  また、

1 1  v D X u     (2) 

また vについても対等に同様の関係が示されるが、ここでは省略する。 

 さて、ここで
2 1uS  としたことから、uの規格化条件が

1
1

T
 u Cu となるので、新たに以下の

ベクトル z を考える。 

 
1/21

T
z C u ,  ここに 

1

1/2

0

0 p

c

c

 
 

  
 
 
 

C  

これを用いて最終的に方程式 (2) は以下となる。 

 
2Az z ， 

1/2 1 1/2   A C XD X C ，規格化条件 1 z z   (3) 

 

異なる固有値
2

 （ 1,  , p  ）に対する固有ベクトルを
z とすると、各点数は以下のように

表される。 

 
1/2T u C z ,  

1 1/21 T 

  v D X C z    (4) 

 ここでもう一度 (2) 式について考える。この方程式を成分表示すると以下となる。 
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2

1 1

1 1pn

i j j i

j i

x x u u
c d

 
 


 

   

ここで、 1ju   とすると。上式は以下となる。 

 
2

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
1

p pn n n

i j i j i

j ji i i

x x x x x
c d c d c

    
   


    

        

 

1

1
1

p

j

j

v x
d

 



   

即ち(2) 式には 
2 1  , u 1 , v 1  の自明な解が存在するが、この解は 

1

1
01

p

i i

i

u c u
T 

    ， 

1

1
1 0

n

v d
T




    

であるから、除外する。 

点数 u , v  の与え方には、以下のように相関係数を掛ける方法もある。 

 


u uα
， 



v vα  

 ここで p n を仮定してきたが、p n の場合、先に vについて求め、後でuについて求めるが、

方法は同様であるので省略する。 

 このカテゴリウェイト
u と個体ウェイト

v を用いてカテゴリ得点
y と個体得点

w をそれぞ

れ以下のように定義する場合もあるが、ここでは省略する。 

 
 y Xv , 

 w X u  

各成分の重要性を表すために、自明な解に対する固有値を
2

p として、これを除いて寄与率  を

以下のように定義する。 

 

1
2 2

1

/
p

  



  




   （ p  ） 
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10.2 プログラムの利用法 

 メインメニューの中の「分析-多変量解析-数量化Ⅲ類」メニューを選択すると図 1に示される分析

メニューが表示される。 

 

図 1 分析メニュー 

分析は図 2のような {0,1} の値を持つデータから実行される。 

 

図 2 分割表データ 

変数を選択して、「固有値・寄与率」ボタンをクリックすると図 3のような結果が表示される。 

 

図 3 固有値・寄与率画面 

ここで表示される固有値は、(3.2) 式の𝜌2、相関係数は同じく𝜌である。 



数量化Ⅲ類／多変量解析 

73 

 

 分析メニューで「カテゴリウェイト」ボタンをクリックすると図 4のような結果が表示される。 

 

図 4 カテゴリウェイト画面 

ここでは自明な解に対応する結果は表示されていない。 

 分析メニューの「個体ウェイト」ボタンをクリックすると、図 5の個体ウェイト画面が表示される。 

 

図 5 個体ウェイト画面 

カテゴリウェイトや個体ウェイトを図で表示するには、まずどちらを表示するかをラジオボタンで選

択し、「軸設定」ボタンをクリックして x軸と y軸の成分を選択する。その後、「散布図」ボタンをク

リックすると図 6や図 7のような散布図が表示される。 

  

図 6 カテゴリウェイトの散布図        図 7 個体ウェイトの散布図 
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散布図の各成分には相関係数をかけて表示する場合があるが、その時には図 1の「相関重み」チェ

ックボックスにチェックを入れて散布図を表示する。また、成分を反転させて表示する場合は、反転

チェックボックスにチェックを入れる。 
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１１．コレスポンデンス分析 

11.1 コレスポンデンス分析の理論 

今 2 つの質的な変数、変数 1 と変数 2 があるとする。変数 1 のカテゴリ数を p 、変数 2 のカテゴ

リ数を q（一般性を失わず p q ）とする。この 2 つの変数に対して p 行 q 列の 2 次元分割表を考

え、変数 1 のカテゴリ i 、変数 2 のカテゴリ j に属するデータ数を ijn とする。またデータ数の合計

を以下のように定義する。 

 

1

q

i ij

j

n n


 ,  

1

p

j ij

i

n n


 ,  

1 1

p q

ij

i j

n n
 

  

次に変数 1 のカテゴリ i のデータに点数 iu 、変数 2 のカテゴリ j のデータに点数 jv を与え、これ

らの点数の値によって各カテゴリ間の特徴的な関係を考えることとする。但し、これらの関係は変数

1 の点数と変数 2 の点数との相関係数を最大にするものとして与える。 

これらの点数に対して、２つの変数の相関係数  は以下のように与えられる。 

 
uv

u v

S

S S
   , 

 

1 1

1 p q

uv ij i j

i j

S n u v
n  

  ,  
2 2

1

1 p

u i i

i

S n u
n 

  ,  
2 2

1

1
 

q

v j j

j

S n v
n 

   

ここに、 uvS は共分散、
2

uS と
2

vS は分散であり、2 つの変数の点数について平均は 0 としている。 

 

1

1
0

p

i i

i

u n u
n 

  ,  

1

1
0

q

j j

j

v n v
n 

   

この相関係数  について、点数の分散を 1 とする制約条件を付けて最大値を求めるために Lagrange

の未定乗数法を用いる。 

    2 21 1uv u vL S S S       

ここに と は未定乗数である。これを iu と jv で微分して、以下の方程式を得る。 

 

1

2 0
q

ik k i i

k

n v n u


  ,   

1

2 0
p

kj k j j

k

n u n v


   

これらの式を行列で表示すると上式は以下のようになる。 

 2 rNv D u ,  2 c N u D v  

ここに 

 

11 1

1

q

p pq

n n

n n

 
 

  
  

N ,  

1 0

0

r

p

n

n

 
 

  
 
 

D ,  

1 0

0

c

q

n

n

 
 

  
 
 

D , 
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  1 pu u  u ,   1 qv v  v  

上の方程式で、左式に左から u を掛けると 2  、同様に右式に左から v' を掛けると 2  を

得る。右式を v について解いて左式に代入すると以下となる。 

 
1 1 2

r c    D ND N u u ,  また、
1 1

c   v D N u    (1) 

また v についても同様の関係が示されるが、ここでは省略する。 

 ここで
2 1uS  としたことから、uの規格化条件を

1
1r

n
 u D u として、新たに以下のベクトル z

を考える。 

 
1/21
r

n
z D u ,  ここに 

1

1/2

0

0

r

p

n

n

 
 

  
 
 
 

D  

これを用いて(1)式は最終的に以下となる。 

 
2z zA ,   1 z z , 

1/2 1 1/2

r c r

  A D ND N D     (2) 

異なる固有値
2

 （ 1,  , p  ）に対する固有ベクトルを
z とすると、各点数は以下のように

表される。 

 
1/2

rn  zu D ,  
1 1 1/2

c rn 

   zv D N D  

ところで、(1) 式には 
2 1  , 1u  の自明な解が存在し、それに基づく固有値と固有ベクトルが

得られるが、この解は除外される。 

 その他、点数 u , v  の与え方には、以下のように相関係数を掛ける方法もある。 

 



αu u , 




αv v  

各成分の重要性を表すために、自明な解に対する固有値を
2

p として、以下で与えられる寄与率  を

考える場合もある。 

 

1
2 2

1

/
p

  



  




   （ p  ） 

 

11.2 プログラムの利用法 

 メニュー「分析-多変量解析-コレスポンデンス分析」を選択すると図 1に示される分析メニューが

表示される。 
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図 1 分析メニュー 

 

分析は通常の質的データと図 2のような分割表の２通りから選択できる。 

 

図 2 分割表データ 

変数を選択して、「コレスポンデンス分析」ボタンをクリックすると図 3のような分析結果が表示さ

れる。 

 

図 3 コレスポンデンス分析実行結果 

出力される成分数は２つの変数のカテゴリ数の小さい方から自明な固有値の数の 1を引いた数であ

り、この例の場合 2である。重み成分はそれぞれの成分に相関係数をかけたものである。 
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 この結果を図の上で表示するには、まず「軸設定」ボタンをクリックし、図 11.4 のように x 軸と

y 軸に表示される成分の中で適切なものを選択する。通常は x軸に第 1成分、y軸に第 2成分を表示

する。「散布図」ボタンをクリックすると図 11.5 のような結果が表示される。 

   

図 4 軸設定された分析メニュー                     図 5 散布図画面 

相関係数の重みを付ける場合は、「相関重み」チェックボックスにチェックを入れ、軸を反転させて

表示したい場合は、それぞれの軸の「反転」チェックボックスにチェックを入れて散布図を表示する。 

 

 最後に、コレスポンデンス分析と数量化Ⅲ類の関係を述べておく。例えば数量化Ⅲ類の図 6のデー

タを用いて 2つの分析でカテゴリウェイトと個体ウェイトについての散布図を示しておく。コレスポ

ンデンス分析ではこのデータを分割表として扱うが、数量化Ⅲ類の呼び名に合わせることにする。 

 

図 7はカテゴリウェイトについて、左が数量化Ⅲ類の結果、右がコレスポンデンス分析の結果である。

同様に図 8は個体ウェイトについての同じ結果である。 
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図 7 数量化Ⅲ類とコレスポンデンス分析のカテゴリウェイト 

  

図 8 数量化Ⅲ類とコレスポンデンス分析の個体ウェイト 

これらは明らかに同じものであり、0/1 データを用いる限り両者は同じである。コレスポンデンス分

析ではこれ以外の分割表データも扱えるので、コレスポンデンス分析は数量化Ⅲ類の拡張になってい

る。 

 


