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１．数式 

 ここでは、プログラム全体を通して利用できる関数を紹介しておく。 

 

実数数式内で利用可能な関数と定数 

 

   sin(), cos(), tan(), atan(), exp(), log(), log10(), sinh(), cosh(), tanh(), int(), abs() 

 

   theta() : x>=0 のとき theta(x)=1, x<0 のとき theta(x)=0 

   領域ごとに関数を分ける場合に利用できる。 

 

   pulse() : x=0 のとき pulse(x)=1, x≠0 のとき pulse(x)=0 

   システムダイナミクス等で利用する。if 文のような使い方もできる。 

 

   def() : x>=0 のとき def(x)=0, x<0 のとき未定義 

   グラフなどを描くとき、未定義の領域には描画しないことを利用して、描画区間を指定できる。 

 

   pi [=π],  ep [=e],  rnd [=Rnd()],   nrnd 標準正規乱数 

   数学定数と一様乱数、標準正規乱数 

 

   ival  [グリッドに対して利用可能で、先頭行から 1,2,3,...] 

 

 

複素数数式内で利用可能な関数と定数（数式内で複素数が利用可能） 

 

   sin(), cos(), tan(), atan(), exp(), log(), log10(), int(), abs(), adj()[共役] 

 

   pi[=π], ep[=e], rnd[=Rnd()] 

   数学定数と一様乱数、標準正規乱数 

 

   ival  [グリッドに対して利用可能で, 先頭行から 1,2,3,...] 

 

 



１変数関数グラフ／数学 

2 

 

２．１変数関数グラフ 

１変数関数グラフは、  y f x  の形の関数のグラフである。College Analysis のメニュー［分

析－数学－グラフ－１変数関数グラフ］を選択すると図 1 のような描画メニューが表示される。ここ

で、中央のテキストボックスの関数は後で入力した。 

 

 

図 1 １変数関数グラフ描画メニュー 

 

「y = 」のテキストボックスに、描きたいグラフの関数形の右辺を入力し、x 軸の下限、上限、目盛

間隔のテキストボックスに必要な数値を入力して、「グラフ描画」ボタンをクリックすると、y 軸の

目盛が適当な値になり、グラフが描画される。例えば、数式として y sinx （テキストボックス

には右辺 sin(x) を入力する）, 下限を-3, 上限を 3, 目盛間隔を 1 とすると、表示結果は図 2a のよ

うになる。また、同じ数式で、下限を-pi, 上限を pi, 目盛間隔を pi/2 とすると、表示結果は図 2b

のようになる。 

表示結果は範囲に数値を用いると図 2a のように軸目盛が数値となり、「pi」を使った値を用いると

図 2b のようなπを使った表示になる。y 軸の目盛はメニューに値を入力することで変更が可能であ

る。 
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図 2a siny x のグラフ１                 図 2b siny x のグラフ２ 

 

「数式 y = 」テキストボックスに改行して複数の数式の右辺を入力することにより、複数のグラフ

を同時に表示できる。図 3a に siny x , cosy x  のグラフ、図 3b に y x , 1/y x , 

1/y x x   のグラフを示す。 

 

   

図 3a siny x , cosy x  のグラフ     図 3b y x , 1/y x , 1/y x x  のグラフ 

 

このプログラムでは、1 行目に書いた関数の x 切片を求めることができる。例えば、
5 3y x x   の

グラフを描くと、図 4 のようになるが、描画メニューの「x 切片」ボタンをクリックすると、図 5 の

ように x 切片が表示される。 
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図 4 
5 3y x x  のグラフ       ]       図 5 

5 3y x x  の x 切片 

 

ここで、計算は初期値をランダムに x 軸表示範囲内に取り、ニュートン法を用いている。「収束解の

個数」は、描画メニューで乱数発生の「反復回数」を 100 回として実行した場合の各 x 切片に収束し

た回数である。x 切片は表示境界上の値も含めるようにしている。 

また、描画メニューの「極値」ボタンをクリックすると、表示領域内の極値を求めることができる。

図 6 にその結果を示す。同様に、描画メニューの「変曲点」ボタンをクリックすると、変曲点の座標

も求めることができる。図 7 にその結果を示す。 

 

   

図 6 
5 3y x x   の極値                  図 6 

5 3y x x   の変曲点 

 

さらにこのプログラムでは先頭に記述した関数の、指定した x 座標における、接線の方程式を求める

ことができる。描画メニューの「x = 」テキストボックスに接点の x 座標を入力し、「先頭式接線」

ボタンをクリックすると、その下の「y = 」テキストボックスに接線の方程式の右辺部分が表示され

る。例えば、図 4 の 0.8x   での接線の方程式は、 0.128 0.287y x   となり、その式を「追

加」ボタンで中央の「y =」テキストボックスに追加コピーして描画すると、図 7a のように表示され

る。このままでは接線が長いと思い、0.2 1.4x   の範囲で描画しようと考えると、関数定義を

「0.128*x-0.287+def(x-0.2)+def(1.4-x)」に変更して描画する。def( ) 関数が 0x  だけで 

 def 0x  と定義されているため、結果は図 7b のようになる。 
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図 7a 接線を追加したグラフ               図 7b 接線の範囲を指定したグラフ 

 接線を追加した画面を「罫線」チェックボックスにチェックをして表示すると、図 8a のようにな

る。また、「非表示」チェックボックスをチェックして、グラフを表示せずに描いたものが図 8b であ

る。 

   

図 8a 罫線表示                          図 8b グラフ非表示 

 教員が問題を作る際にも、実際に図や数値を眺めながら作る方がかなり効率的である。図 8b の軸

のみの表示は、グラフを確かめた上で軸のみ表示してくれるので、グラフを描かせるような演習のプ

リント作成などで役に立つ。 

このグラフ表示のプログラムには問題がある。例えば
22y x  のグラフを描こうとした場合、

デフォルトの「区間分割数」100 では図 9a のように表示される。これは、境界の近くで、描画要素

の端が、定義されない領域に入るためで、「区間分割数」1000 にしても、図 9b のように多少は改善

されるが、まだ隙間は残る。「区間分割数」を極端に多くしたり、数字をうまく調節して、繋がった

ように描くことは可能であるが、これでは問題を解決したとは言えない。 

 



１変数関数グラフ／数学 

6 

 

 

図 9a 
22y x   のグラフ（分割数 100）  図 9b 

22y x   のグラフ（分割数 1000） 

 

この問題を解決するのは、次章で述べる２次元パラメータ表示関数である。 
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３．２次元パラメータ表示関数グラフ 

前章の終りで、グラフを ( )y f x  の形で描く場合の定義域の境界の問題点を述べたが、これを

解決する１つの方法がパラメータによる関数表示である。２次元パラメータ表示関数は、ある範囲を

とるパラメータ u  を用いて、関数を ( ),   ( )x f u y g u   の形式で表現するものである。極座

標表示の関数 ( )r f   もパラメータ表示関数で、 ( )r f u ， u  のように表される。サイク

ロイドやリサージュ曲線はパラメータ表示関数の有名な例である。 

この章では２次元パラメータ表示関数グラフの描画プログラムについて説明する。メニュー［分析

－数学－２次元パラメータ表示関数］を選択すると、図.1 に示す描画メニューが表示される。 

利用法は、「u 変数」テキストボックスにパラメータ u  の範囲を記述し、数式テキストボックス

の、「x =」、「y =」の位置に u  で表わされた関数形を記述して、「グラフ描画」ボタンをクリックす

る。上の x 軸と y 軸の下限、上限、目盛間隔は必要があれば記入する。空白の場合は、図が収まる範

囲で適当な値となる。２章の終りで述べた半円を描くには以下のようにする。また、円は描画範囲を

２倍にする。 

描画範囲：0 u    （テキストボックス内で   は pi で表わす。） 

関数：  2 c o s ,     2 s i nx u y u   

 

図 1 ２次元パラメータ表示関数描画メニュー 
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図 2a に半円、図 2b に円の描画結果を示す。ここでパラメータ u  は、極座標の角度座標   の

役割を果たす。 

 

   

図 2a 半円                               図 2b 円 

 

 パラメータ表示関数は，パラメータ値の変化による描画過程がアニメーションで表示されると効果

的である．このプログラムでは「簡易動画」ボタンをクリックすると，図 3 のように描画過程とパラ

メータ値を表示する． 

 

図 3 描画過程 

 描画は「停止／再開」ボタンや「速度」テキストボックスによって制御できる． 

 「接線」ボタンをクリックすることで，パラメータ u の値により，接点の位置と接線の方程式を求
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めることができる．さらに「追加」ボタンによって，求められた接線を図 4 のように描画に追加して

行くことができる．これは直交座標でも極座標でも同様である． 

 

図 4 接線の追加 

複数組の式を使った２次元パラメータ表示関数の例を図 5 に描いておく。 

1y   と 1x   

描画範囲： 2 2u    

関数：  ,     1x u y  ,  1,  x y u   

放物線（軸の上限と下限も記入） 

描画範囲： 2 2u    

関数：  
2,  x u y u  ,  

2 ,  x u y u   

   

図 5a 1y   と 1x                           図 5b 放物線 
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双曲線 

描画範囲： 2 2u    

関数：  c o s h ,     s i n hx u y u  ,  cosh ,   sinhx u y u    

らせん 

描画範囲：0 6u    

関数：  c o s ,     s i nx u u y u u  ,  cos ,   sinx u u y u u     

 

   

図 5c 双曲線                               図 5d らせん 

 

描画メニューの「陰関数描画」は、等高線を描くアルゴリズムを用いて陰関数をグラフ化する機能

である。テキストボックスに  , 0f x y   の形式で方程式を入力し、表示領域を両軸とも設定し

て（この場合は必須）、「描画」ボタンをクリックすると、方程式の解を表すグラフが表示される。描

画の方法は領域を三角形（四角形を２つの三角形で分ける）で区切り、３角形の頂点の値を用いて、

符号の変化する線分上を比例分割して、等高線が通る点を２点求め、それを繋ぐ。これをすべての３

角形で実行して小さな線分の集まりとして等高線を描く。精度は三角形（元々は四角形）に区切る「分

割数」で与える。 

例として図 6 に、この方法で描いた、
2 tan 0sin x y x y     と sin 1 0x ye y xy      

の２つのグラフを示す。いずれも、単純に１変数について解くことも、パラメータ表示にすることも

できないグラフである。 
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図 6a 
2 tan 0sin x y x y     のグラフ      図 6b sin 1 0x ye y xy      のグラフ 
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４．２変数関数グラフ 

２変数関数グラフは、 ( ,  )z f x y  の形の関数のグラフである。College Analysis のメニュー［分

析－数学－グラフ－２変数関数グラフ］を選択すると図 1 のような描画メニューが表示される。 

 

 

図 1 ２変数関数メニュー 

 

「数式 z = 」のテキストボックスに描きたいグラフの関数形の右辺を入力し、x 軸の下限・上限、

y 軸の下限・上限テキストボックスに数値を入力して、「グラフ描画」ボタンをクリックすると、z 軸

目盛が適当な値になり、グラフが描画される。必要があれば、それぞれの目盛の分割数、z 軸の下限・

上限を指定する。x 軸、y 軸の下限・上限でπ表示にすると、軸目盛は分数のπ表示となる。このグ

ラフは１変数関数グラフと異なり、軸目盛の間隔は分割数で表わす。図 2a に
2 2x yz xe  のグラフ

を、図 2b に sin cosz x y   のπ表示のグラフを示す。 
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図 2a 
2 2x yz xe   のグラフ              図 2b sin cosz x y   のグラフ 

 

１変数関数と同様、２変数関数の場合も複数のグラフの表示が可能である。図 3a は 2 つの関数を

表示したもので、図 3b は色分けした３つの関数を表示したものである。 

   

図 3a ２つの関数表示                    図 3b 色分けした３つの関数表示 

 

このプログラムでは、１変数関数のプログラムと同様に、1 行目に書いた関数の表示領域内の極値

を求めることができる。例えば sin cosz x y   のグラフで、描画メニューの「先頭式極値」ボ

タンをクリックすると、図 3 のように極値が表示される。ここに領域境界上の点は含めるようにして

いる。 
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図 3 極値の表示 

 

また、x, y 座標を指定し、「先頭式接平面」ボタンをクリックして、接平面の方程式を表示するこ

とができる。さらに、それを図に追加して表示することも可能である。例えば、 1.5,   0.5x y    

の接平面は 0.071 0.479 2.009z x y    で表わされ、それを表示すると図 4a のようになる。

また、def( ) 関数を用いて、接平面の描画領域を半径 2  の円形状に指定すると図 4b のようにな

る。但し、分割数を少し上げて、より円形に見えるようにしている。 

   

図 4a 接平面                      図 4b 領域を円形状に指定した接平面 

 

さて、このプログラムで図形を描くには限界がある。例えば、
2 24z x y    の式で半球を

描こうとすれば、図 5a のように未定義の部分との境がきれいに表示されない。
2 24z x y     

として、２つの関数を重ねて球体を表現しようとしても、図 5b のように描画されない部分も残るし、

表面の裏表が変わる。 
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図 5a 上半分の球                     図 5b ２つの曲面を利用した球 

 

この問題は２章の１変数関数より深刻である。何故なら２変数関数の場合、分割数をあまり大きく取

れないからで、しかも分割数の値を調節してきれいに描くこともできない。また、裏表の問題は面の

描き方にも影響する大きな問題である。これらを解決してきれいな半球や球を描くプログラムが５章

の３次元パラメータ表示関数である。 
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５．３次元パラメータ表示関数グラフ 

４章で述べたように、通常の 2 変数関数は１価関数であるので、球やトーラス等の形状を表現する

ことはできない。我々はこのような関数を表示するために、図形を３次元パラメータ表示関数として

表現するプログラムを作成した。３次元パラメータ表示関数は２変数パラメータ表示関数とも呼ばれ、

ある範囲の値をとる２つのパラメータ 𝑢, 𝑣 を用いて、𝑥 = 𝑓(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑔(𝑢, 𝑣), 𝑧 = ℎ(𝑢, 𝑣) の形で表

わされる関数である。 

メニュー「分析－数学－３次元パラメータ表示関数」を選択すると、図 1 のような描画メニューが

表示される。 

 

 

図 1 ３次元パラメータ表示関数描画メニュー 

 

利用法は、「u 変数」、「v 変数」テキストボックスにパラメータ 𝑢, 𝑣 の範囲を記述し、大きなテキ

ストボックスの、「x =」、「y =」、「z =」の位置に 𝑢, 𝑣 で表わされた関数形を記述して、「グラフ描画」

ボタンをクリックする。例えば、４章の半球の場合は以下のようにする。 

描画範囲：0 ≤ 𝑢 ≤ 𝜋 2⁄ , 0 ≤ 𝑣 ≤ 2𝜋 （テキストボックス内で 2𝜋 は 2*pi で表わす。） 

関数：  𝑥 = 2 𝑠𝑖𝑛 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣 , 𝑦 = 2 𝑠𝑖𝑛 𝑢 𝑠𝑖𝑛 𝑣 , 𝑧 = 2 𝑐𝑜𝑠 𝑢 
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グラフは、図 2a が半球で、図 2b が球の場合である。球の場合、描画範囲を0 ≤ 𝑢 ≤ 𝜋 に変え、u 分

割数を２倍にしている。 

     

図 2a 半球の表示                             図 2b 球の表示 

 

このプログラムでは、軸表示や描画範囲の表示も可能であるが、３Ｄビューアに標準で備わった機

能を利用するので、詳細な設定はできない。また、図形の形が重要であるため、描画はすべての軸を

同じスケールにしている。例えば 2 変数標準正規分布（相関 0）の密度関数を３次元パラメータ表示

関数と２変数関数、2 つの表示法によって描くと、図 3a と図 3b のようになる。これらは、目的に応

じて使い分ける必要がある。 

   

図 3a ３次元パラメータ表示関数表示                  図 3b 2 変数関数表示 

 

 「関数サンプル」コンボボックスには参考のための、以下のようなサンプルが入っている。これら
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のグラフは図 4 に示す。 

 

円筒 

描画範囲：0 ≤ 𝑢 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝑣 ≤ 20 

関数：  𝑥 = 5 𝑐𝑜𝑠 𝑢 , 𝑦 = 5 𝑠𝑖𝑛 𝑢 , 𝑧 = 𝑣 

メビュウス 

描画範囲：0 ≤ 𝑢 ≤ 2𝜋, −3 ≤ 𝑣 ≤ 3 

関数：  𝑥 = (10 − 𝑣 𝑠𝑖𝑛(𝑢 2⁄ )) 𝑐𝑜𝑠 𝑢 , 𝑦 = (10 − 𝑣 𝑠𝑖𝑛(𝑢 2)⁄ ) 𝑠𝑖𝑛 𝑢 , 𝑧 = 𝑣 𝑐𝑜𝑠(𝑢 2⁄ ) 

トーラス 

描画範囲：0 ≤ 𝑢 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝑣 ≤ 2𝜋 

関数：  𝑥 = (10 + 5 𝑠𝑖𝑛 𝑢) 𝑐𝑜𝑠 𝑣 , 𝑦 = (10 + 5 𝑠𝑖𝑛 𝑢) 𝑠𝑖𝑛 𝑣 , 𝑧 = 5 𝑐𝑜𝑠 𝑢 

     

図 4a 円筒                図 4b メビュウス              図 4c トーラス 

 

これらの他に、少し工夫をすると様々な図形が表示可能である。図 5 に簡単な例を示す 

円錐 

描画範囲：−3 ≤ 𝑢 ≤ 3, 0 ≤ 𝑣 ≤ 2𝜋 

関数：  𝑥 = 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣 , 𝑦 = −𝑢 𝑠𝑖𝑛 𝑣 , 𝑧 = 𝑢 

巻貝のような図形 

描画範囲：0 ≤ 𝑢 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝑣 ≤ 4𝜋 

関数：𝑥 = 5(1 + 𝑢)(1 + 𝑣) 𝑠𝑖𝑛 𝑢 𝑐𝑜𝑠 𝑣 , 𝑦 = 5(1 + 𝑢)(1 + 𝑣) 𝑠𝑖𝑛 𝑢 𝑠𝑖𝑛 𝑣,  

    𝑧 = 5(1 + 𝑢)(1 + 𝑣) 𝑐𝑜𝑠 𝑢 

歪んだトーラス 

描画範囲：0 ≤ 𝑢 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝑣 ≤ 2𝜋 

関数：  𝑥 = (10 + 5 𝑠𝑖𝑛 𝑢) 𝑐𝑜𝑠 𝑣 , 𝑦 = (10 + 5 𝑠𝑖𝑛 𝑢) 𝑠𝑖𝑛 𝑣 , 𝑧 = 5 𝑐𝑜𝑠 𝑢 + 5 sin 2𝑣 
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図 5a 円錐               図 5b 巻貝のような図形        図 5c 歪んだトーラス 

 

このプログラムでは、複数組の数式を並べて書くことによって、２つ以上のパラメータ表示関数を

同時に表示することができる。式は省略するが、図 6 に複数の図形を組み合わせた例を示す。図 6a

と図 6b は２つの図形、図 6c は４つの図形である。 

     

図 6a ２つの図形１           図 6b ２つの図形２           図 6c ４つの図形 

 

複数の図形は２変数関数の場合と同様に、色で塗り分けることもできる。 

３次元パラメータ表示関数は、複雑な表記のものが多いので、数式データをグリッドエディタに保

存できるようにしている。図形を描いた後、描画メニューで、「グリッドへ」ボタンをクリックする

と、描画データが、グリッドエディタの現在のページへ保存される。例えば半径 5 の球の場合、グリ

ッドデータは図 7 のようになる。 
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図 7 グリッドへ保存された関数データ 

これには、関数形だけでなく、𝑢, 𝑣 変数の範囲や描画の際の分割数も保存されている。 

 この関数は場合によって非常に大きな描画範囲に渡ることがあるので、予め描画の最大値を中心か

らの距離で、「描画範囲」テキストボックスに入力しておく。描画要素の一部がこの範囲を超えると、

その要素は描画されない。 

 表示する関数をワープロ等にコピーする場合、普通にコピーする場合は「コピー」ボタンを利用す

るが、変数の範囲や分割数などもコメントとして追加してコピーすることもできる。その際は「付加

コピー」ボタンをクリックする。例えば球では以下のような形式でデータがクリップボードにコピー

される。 

5*sin(u)*cos(v) 

5*sin(u)*sin(v) 

5*cos(u) 

 

# u 下限：0 

# u 上限：pi 

# v 下限：0 

# v 上限：2*pi 

# u 分割数：30 

# v 分割数：30 

この表示を数式入力用のテキストボックスにそのまま貼り付けた場合、先頭に「#」の付いた行はコ

メント行となる。 

実用的とは言い難いが、３次元陰関数グラフも表示できるように、「モンテカルロ泡描画」という

ものを作ってみた。２次元の場合と異なり、３次元空間では、ドットで点を打っても位置が認識しに

くく、面が繋がったように表示するには、描画の点が莫大な数になり、実用的ではない。そのため、

精度は落ちるが、球で描画し、関数の繋がりを表現できるようにしてみた。描画方法は、空間の２軸

を乱数で選択し、残りの変数について方程式を解くという処理を行っている。この処理には各軸の描

画範囲が必要であるため、必ず描画の下限と上限を入力し、「泡表示」ボタンをクリックする。図 8

にこの方法で描いた見た目に怪しいグラフを表示している。図 8a は 2,000 点、図 8b はかなり精度を

上げて、30,000 点の描画で、色付けをしている。とにかく楽しんでもらいたいと思う。 
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図 8a 𝑒𝑥+𝑦 + (𝑦 + 𝑧)2 + (𝑧 + 𝑥)2 − 1 = 0 のグラフ   図 8b 𝑥𝑦𝑧 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) = 0 のグラフ 

 

面要素で３次元陰関数を表示する方法を考え、それを用いて上と同じグラフを表示してみた。描画

の「分割数」を決め、「陰関数描画」ボタンをクリックすると図 9 に示すようなグラフ（色を付け替

えている）が表示される。 

     

図 9a 𝑒𝑥+𝑦 + (𝑦 + 𝑧)2 + (𝑧 + 𝑥)2 − 1 = 0 のグラフ   図 9b 𝑥𝑦𝑧 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) = 0 のグラフ 
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６．方程式ソルバー 

方程式ソルバーは非線形の連立方程式を解くツールであり、今後のプログラム発展のための基礎技

術を得る問題でもある。 

非線形連立方程式を以下の形に書こう。 

 0),,,( 21 ni xxxf    （ ni ,,2,1  ）   (6.1) 

ここでは上の方程式に対してニュートン・ラフソン法を適用して解を求める方法を示す 3)。 

今以下の関数を考える。 

 ),,,( 21 ni xxxfy    （ ni ,,2,1  ） 

これらの関数に対して変数 ix （ ni ,,2,1  ）に
0
ii xx  の初期値を与える。この初期値における各

関数の接平面（ 1n 次元平面）を考えるとその方程式は以下になる。 
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これらの接平面が、 0y  平面と交わる点を求めると以下の方程式となる。 

 
0

1
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, )( i

n

j
jjji fxxf 



  （ ni ,,2,1  ） 

これをクラメールの方法で解くと以下の解を得る。 
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この jx （ nj ,,2,1  ）を新しい初期値
1
jx として上の処理を繰り返す。我々のプログラムでは収

束条件を、ある微小指定値 に対して以下とした。 

 1max r

j

r

j
j

xx  

ニュートン・ラフソン法で問題になるのは、初期値の与え方である。我々はこれに対して少し時間

がかかるが乱数で初期値を与えて、収束する解を集める方法を選択した。もちろんすべての解が求ま

る保証はないので、解の個数には十分注意する必要がある。 

新しく方程式ソルバーを複素数に対応させることにした。基本的に方程式の数が実数部と今日数部

で 2 倍になり、同様にパラメータの数も実数部と虚数部で 2 倍になるだけであり、計算の基本は、複
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素計算を行うサブルーチンを作れば変わらない。 

実際のプログラムの実行画面を図 1 に示す。 

 

 

図 1 方程式ソルバーメニュー画面 

 

メニューの中のテキストエディタに方程式を入力し、「方程式の解」ボタンをクリックして解を求

める。例えば、以下の方程式を入力すると図 2 のような結果が出力される。 

sin(x+y)+x-1=0 

y-x^2-1=0 

 

図 2 実行結果 

 

図 2 の検算の部分は誤差などによる不当な結果を排除するためのものである。正しい解であれば、

「0」の値になる。 

解の探索条件はメニューの「初期値探索範囲」と「乱数発生回数」や「乱数 seed」などで与えら

れる。「初期値探索範囲」は変数ごとではないので細かな設定方法ではないが、解が全く分からない

最初の設定としては最も簡単である。またニュートン・ラフソン法に使われる微分を計算するための

「微分分割値」や解の収束を判断する「収束値」及び、逐次計算を行う最大回数である「ループ回数」
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や異なった解が計算された場合それを判定する「解識別値」も計算に利用される。それらのデフォル

ト値はメニューにある通りであるが、必要に応じて変更する。 

 

複素数解を求める場合は、メニューで「複素数」ラジオボタンを選択する。例えば、「x^2+x+1=0」

の方程式では、以下の結果となる。 

 

図 3 複素数解の計算結果 

ここでは、パラメータが 1 つだけだが、それ以上の方程式にも対応している。 
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７．非線形最小２乗法 

非線形最小２乗法は、ある目的変数 y をm個の説明変数 ix （ mi ,,2,1  ）と p 個のパラメー

タ ka （ pk ,,2,1  ）を含む非線形関数 ),,;,,( 11 pm aaxxf  で予測することを目的とする。 

 uaaxxfy pm  ),,;,,( 11   

ここにuは誤差項である。 

まず観測された N 個のデータについてパラメータ ka を最適化する式を考える。今レコードを 

（ N,,2,1  ）として、以下の残差の２乗を表す統計量 Z を考える。 

  



N

pn aaxxfyZ
1

2

1,1 ),,;,(


    最小化 

我々は Z の値を最小化するために、パラメータ ka （ pk ,,1 ）で微分する。 
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ここに書式の簡単化のため、 ),,;,(),( 1,1 pn aaxxfaxf   としている。 

式 (7.1) は y と ix に実測値を使うことから、パラメータ ka についての非線形連立方程式と

なる。よって前に述べた連立方程式 (6.1) の場合の解法が利用できる。即ち、
0

kk aa  を初期値

として以下の値を考える。 
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ここに、
00

22
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11 ,,,

20

pp aaaaaa
jiij aaZZ


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
である。 

これから先はここで求めた ka を新たな初期値として同じ処理を繰り返す。これは前節で述べた逐

次近似と同じ計算である。しかし、前節の場合は１回微分までであったが、今回は２回微分を使って

いる。数値計算の２回微分は一般に精度が悪くなり、この方法では解を見つけにくいことがある。た

だ、１変数の場合は計算に問題がなかったことから、１つの変数について解を収束させ、次に変数を

変えてまた収束させるという方法で、すべての変数について解が収束するまでこれを繰り返すという

方法を取ってみた。この場合時間はかかるが、収束状況はかなり改善された。もう少し計算時間を短

縮できる良い方法があると思われるが、分かり次第その部分のプログラムを書き直す予定である。 

実際のプログラムのデータ画面、初期メニュー画をそれぞれ図 1、図 2 に示す。 
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図 1 データ画面 

 

 

図 2 メニュー画面１ 

 

まずメニュー画面の目的変数コンボボックスを設定し、計算式のテキストボックス内にパラメータ

を含む予測式を書く。これはロジスティック曲線と呼ばれる例である。我々のプログラムでは方程式

ソルバーと同じく、初期値の設定は乱数で行う。図 2 のそれらの設定は初期値の設定を「乱数から」

にした場合のデフォルト値である。初期設定が終わったら「最小２乗解」ボタンをクリックして計算

を実行する。実行結果を図 3 に示す。 
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図 3 解表示画面１ 

 

解を求めた後、その解による実測値、予測値、残差は、「予測値と残差」ボタンをクリックするこ

とで求まる。実行例を図 4 に示す。 

 

 

図 4 予測値と残差画面 

 

この実測値と予測値の関係を見る散布図は「実測／予測の散布図」ボタンで求まる。その例を図 5

に示す。 
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図 5 実測／予測の散布図 

 

また、説明変数が１変数の場合に限り、目的変数がその説明変数によってどのように予測されるか

を「１変数の予測グラフ」をクリックすることで見ることができる。実行例を図 6 に示す。 

 

 

図 6 １変数の予測グラフ画面 

 

初期値の設定方法で、「乱数から」を選択した場合、状況によっては解が求められない場合がある。

その場合は、「収束値」の値を少し大きくして粗い解を求め、その後その解を初期値として、精度の

高い解を求めることを考える。その際は図 7 のように一度求めた解が、パラメータ値のところに入っ

ているので、そのまま初期値を「指定値から」にして、最小２乗解を求めればよい。 
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図 7 パラメータ値を初期値にする設定 
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８．定積分 

ここで扱う定積分は以下のような積分である。 

 積分変数は 1～3 個とする。 

 座標系については、2 次元及び 3 次元の直交座標と極座標で、3 次元についてのみ円

柱座標を扱う。 

 関数については、通常の x, y, z 座標の関数とパラメータ表示関数を扱う。 

 積分の目的は、2 次元及び 3 次元の曲線の長さ、面積、体積、3 次元での x 軸周りの

回転体の体積及び、一般的な 3 変数関数の積分を求めるものである。 

積分は、1 変数及び 2 変数の場合、1 次元多い空間に座標軸を設けて、面積や体積を求め

る積分に帰着させることができる。我々は、グラフ描画の際に、この解釈を用いている。3

変数の場合も 4 次元上で同様に考えられるが、図に描けないため一般的な関数の積分とし

て区別しておく。ここでは積分の特性によって３つの節に分け、議論を進める。 

 

8.1 直交座標での積分 

 メニュー［分析－数学－定積分－直交座標での積分］を選択すると図 3.1 のようなメニ

ュー画面が表示される。 

 

図 1 直交座標での積分メニュー画面 

 

 ここでは「積分関数」を選ぶことによって、「積分方法」の選択肢が示される。積分関数

として「y = f(x)」を選択すると、積分方法は、面積、曲線の長さ、x 軸回転体体積となる。

積分関数として「z = f(x、y)」を選択すると、面積、体積となる。また、積分関数として「f(x、

y、z)」を選択すると、3 変数関数だけとなる。 

 図 3。1 の例の場合、「グラフ」ボタンをクリックすると、１変数関数グラフのメニュー

が表示され、描画結果は図 2 のようになる。 
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図 2 (y =) sin(x)+1 の積分範囲 

積分範囲の色は、積分値が正の場合は黄色、負の場合は赤色になる。 

 「積分値」ボタンをクリックすると「積分結果」テキストボックスに計算結果が表示さ

れる。積分値は領域の分割数によって誤差が生じるが、多次元の場合、細かくし過ぎると

計算機の能力により計算時間が 10 秒以上（ハングアップと間違えない程度を基本にしてい

る）かかることがある。デフォルトでは変数数に応じて適当な数値を与え、利用者が必要

に応じて変更できるようにしている。 

 同じの設定で、「x 軸回転体体積」では「グラフ」ボタンで、3 次元パラメータ表示関数

グラフのメニューが表示され、描画結果は図 3 のようになる。 

 

図 3 x 軸回転体体積での積分範囲 

 次に積分関数が「z = f(x、y)」の設定で、関数を(z =) sin(x)+cos(y) とし、積分範囲を 0

≦x≦1、 0≦y≦x として、グラフを描画すると、図 4 のような、領域が切断されたグラ

フになる。 
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図 4 関数で表される積分範囲 

ここでは積分範囲内に、正の場合は黄色、負の場合は赤色で縦線を入れることができる。 

 2 つの関数を指定した場合、2 次元での面積や 3 次元での体積の場合は、2 つの関数の間

の面積や体積を計算し、2 次元での曲線の長さや 3 次元での面積の場合は、2 つの関数それ

ぞれの和を計算する。その際には、「積分結果」の部分にその旨を表示する。 

 例えば、(y =) sin(x)+1、 (y =) cos(x)+1 のように関数を２つ指定した場合は、上の関数

から下の関数を引いた積分結果が得られる。グラフを描くと、図 5 のようになる。 

 

図 5 y=sin(x)+1、 y=cos(x)+1 の積分範囲 

 

図 6 x 軸回転体積積分 
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図 5 の 2 つの関数の x 軸周りの回転を考えると、2 つの回転体間の体積を求めることがで

きる。2 つの領域を半透明に描いたグラフが図 6 である。 

 

8.2 2 次元パラメータ表示積分 

 メニュー［分析－数学－定積分－2 次元パラメータ表示積分］を選択すると図 7 のよう

なメニュー画面が表示される。 

 

図 7 メニュー画面 

 座標系により計算できる積分方法は、座標系が「直交座標」または「極座標（1 変数）」

のとき、「原点を結ぶ面積」と「曲線の長さ」であり、座標系が「極座標（2 変数）」のと

き、「2 変数関数 f(u、v)」である。 

 例えば、カージオイドと呼ばれる曲線 

(1 cos ) (0 2 )r a        

を我々の「極座標（1 変数）」の表示にすると、例えば 2a  として、以下のようになる。 

  ( r =) 2*(1+cos(u)) 

  (θ=) u   0≦u≦2*pi 

この関数の原点を結ぶ面積のグラフは、2 次元パラメータ表示関数の描画として図 8 のよ

うになる。 

 

図 8 原点を結ぶ面積のグラフの描画 
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 座標系が「極座標（2 変数）」の場合は、 ( , )f r  の ( )r u と ( )v  による積分であるが、

( , )z f r  と考えると 3 次元空間における円柱座標による体積の積分と考えられる。例え

ば、 

 (f =) 3*exp(-u^2) 、  0≦u≦3、 0≦v≦2*pi 

として、結果を求めることができる。グラフは図 9 のようになる。 

 

図 9 円柱座標での体積積分 

 2 次元パラメータ積分の場合、直交座標の場合と同様に、x 軸回転体のグラフやその体積

も求めることができる。 

 

8.3 3 次元パラメータ表示積分 

 メニュー［分析－数学－定積分－3 次元パラメータ表示積分］を選択すると図 10 のよう

なメニュー画面が表示される。 

 

図 10 メニュー画面 

 座標系が「直交座標」、「円柱座標（2 変数）」、「極座標（2 変数）」のいずれかの場合、積

分方法は「原点を結ぶ体積」、「面積」、「曲線の長さ（u のみ）」が選択できる。曲線の長さ
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は、パラメータ表示関数が u だけで表示されているもので、3 次元上の曲線となる。例え

ば、以下の式では 

 (x =) 3*cos(u)、 (y =) 3*sin(u)、 (z =) u/5、 

            0≦u≦20*pi 

グラフは図 11 のようになる。 

 

図 11 3 次元パラメータ表示曲線 

ここでは描画の分割数を 1000 にして、滑らかになるようにしている。 

 座標系が「円柱座標（3 変数）」、「極座標（3 変数）」の場合、積分方法は「3 変数関数」

だけが選択できる。この場合、グラフは表示できない。 

 

参考文献 

1) 高橋大輔, 理工系の基礎数学８ 数値計算, 岩波書店, 1996. 

 

 



常微分方程式／数学 

36 

 

９．常微分方程式 

常微分方程式は、時間変化など、１つの変数による関数の変化の様子を式で表わしたもので、自然

科学や工学などで広く利用される。特に重要な 2 階常微分方程式には、初期値問題と呼ばれる、ある

変数の点での関数と関数の微分の値を与えて解を求めるものと、境界値問題と呼ばれる、２つの変数

の点での関数の値を与えて解を求めるものとがある。我々は、２階（または１階）の一般的な常微分

方程式の初期値問題と２階の線形常微分方程式の境界値問題を扱うプログラムを参考文献１）に習っ

て作成した。これらの解法のアルゴリズムは多くの応用分野で利用可能であり、今後College Analysis

に物理シミュレーションを加えて行く際には役に立つ。 

一般に、２階の常微分方程式は以下の形に書かれるが、 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑓 (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
, 𝑦, 𝑥) 

初期値問題の場合は、初心者の入力も考えて、より一般に以下の形で入力するようにした。 

𝑓 (
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 
,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, 𝑦, 𝑥) = 0 

１階常微分方程式についても同様である。また、連立常微分方程式も同様の形式で、式を改行して並

べて入力する。解は Runge-Kutta 法により求める。 

境界値問題の場合は、１関数で、以下の線形の形に限定している。 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑝(𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑞(𝑥)𝑦 + 𝑟(𝑥) = 0 

解は３重対角行列の LU 分解による方法で求める。 

メニュー［分析－数学－常微分方程式］を選択すると、図 1 の実行メニューが表示される。 

 

図 1 実行メニュー 
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微分の表記法や入力例などは、「解説」ボタンをクリックすると、図 2 のように示される。 

 

図 2 解説画面 

数式の中で、微分 𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄  は dif1(y,x)、𝑑2𝑦 𝑑𝑥2⁄  は dif2(y,x) で表わす。初期値問題の初期値は、

@y=5 や @dif1(y,x)=0 のように表すが、メニューの「実行区間」の開始点の値として与えられる。

また、境界値問題の境界値も図 2 の下のように、@y=0 改行 @y=0 のように表すが、これはそれぞ

れ実行区間の開始点と終了点に相当する。初期値問題と境界値問題の切り替えは、実行メニューの「初

期値問題」、「境界値問題」ラジオボタンで行う。以後、サンプルとして表示されている以下の微分方

程式（初期値問題）を用いて実行メニューの各機能を紹介する。 

dif1(y,x)+y-sin(x)=0 

@y=5  

最初にデフォルトの設定で、「読込」ボタンで横軸と縦軸の候補を読み込み、そのまま横軸 X , 縦

軸 Y として、「解」ボタンをクリックし、微分方程式の解を求める。図 3 にその結果を示す。 

 

図 3 X-Y グラフ 
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数値的な結果が知りたいときは、グラフメニュー［変数－データ表示］を利用する。 

解を求める範囲を変更する場合は、「実行区間」に範囲を入力し、計算の精度を高めたい場合は、

「分割数」を多くする。デフォルトでは、初期値問題で「分割数」1000，境界値問題で 100 になっ

ている。「差分値」は実行区間と分割数から、（終了点－開始点）÷分割数で計算され、数値微分の差

分値となる。 

「描画間隔」は計算した値のうち、何個飛ばしで、グラフに表示させるかを決めるもので、10 の

ときは分割点が 0,10,20, … のときに表示し、1 のときは計算した点すべてを表示する。初期値問題

ではデフォルトで 10、境界値問題では 1 になっている。図 4 に「描画間隔」を 100 にして解を求め

た結果を示す。 

 

図 4 描画間隔を変えた表示 

描画間隔を大きくするとグラフは粗くなるが、計算精度には影響がない。 

次に、以下のような連立１階微分方程式の例を見る。 

dif1(y,x)-z=0 

dif1(z,x)+y=0 

@y=1 

@z=0 

これは、連立１階微分方程式の形をしているが、以下の単振動の方程式と同じである。 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 + 𝑦 = 0, 𝑦|𝑥=0 = 1,   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|

𝑥=0
= 0 

この方程式の場合、関数が２つあるので、軸設定でどちらの関数を表示させるか選ぶことができる。

横軸に X 、縦軸に Y を選択し、「解」ボタンをクリックすると、図 5a の結果を得る。 
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図 5a X-Y グラフ 

軸設定で、横軸に X 、縦軸に Z を選択した場合の結果を図 5b に、横軸に Z、縦軸に Y を選択

した結果を図 5c に示す。 

     

図 5b X-Z グラフ                                図 5c Y-Z グラフ 

この連立１階微分方程式と同等な２階微分方程式は、以下のように入力される。 

dif2(y,x)+y=0 

@y=1 

@dif1(y,x)=0 

これは、解を求める初期段階で連立１階微分方程式に書き直して計算される。この場合も上と同様、

軸設定に X, Y, dY/dX（軸選択コンボボックスでは DY_DX で表示される）が選択できる。軸を変え

て結果を出力する場合、長く時間のかかる計算など、「再描画」ボタンをクリックすることで、計算

時間を省略することができる。 

最後に原点からの太陽の重力による惑星の運動モデルを示しておく。但し、万有引力定数×太陽質

量は１に設定している。入力例は以下である。 

dif2(x,t)+x/(x^2+y^2)^1.5=0 

dif2(y,t)+y/(x^2+y^2)^1.5=0 

@x=1 
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@y=0 

@dif1(x,t)=0.5 

@dif1(y,t)=0.5 

この問題は精度が必要なので、「分割数」を 10000 に設定しておく。 

横軸に T 、縦軸に X を選択し、解を求めると図 6a、横軸に T 、縦軸に Y を選択すると図 6b

のようになる。 

     

図 6a T-X グラフ                                図 6b T-Y グラフ 

また、軌道を見るために、横軸に X 、縦軸に Y を選択すると、図 6c のような楕円軌道になる。 

 

図 6c X-Y グラフ 

最後に常微分方程式とは直接関係ないが、ケプラーの第３法則（面積速度一定）を見ておくことに

する。まず、横軸に X、縦軸に DX_DT を選択して図 7a を描き、次に横軸に Y 、縦軸に DY_DT 

を選択して図 7b を描く。 
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図 7a X-DX_DT グラフ                         図 7b Y-DY_DT グラフ 

これらのグラフメニュー［編集－データ出力］で、各時点のデータを出力し、Excel にコピーして

（ここでは、時間の部分もコピーしておいた）、面積速度 (𝑥𝑣𝑦 − 𝑦𝑣𝑥)/2 を計算する。その結果を図

8 に示す。結果は右端の列のように 0.25000±0.00001 になり、面積速度は一定であることが示され

た。 

 

図 8 面積速度一定の検証 

このプログラムでは、微分方程式の書き方を、「=0」の形式以外は限定せずに計算しているため、

計算時間が遅くなっているが、書式に制約を付けることによって高速化することは可能である。 

 

参考文献 

1) 高橋大輔, 理工系の基礎数学８ 数値計算, 岩波書店, 1996. 
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１０．2 次元幾何アニメーション 

 メニュー［分析－数学－2 次元幾何アニメーション］を選択すると、図 1 のような実行メニューが

表示される。 

 

図 1 2 次元幾何アニメーション実行画面 

 デフォルトで描画範囲は、-4≦x≦4，-4≦y≦4 、デモ時間は１つのプログラム当たり 12 秒（描画

スピードの遅れによりずれることもある）、乱数発生は Seed=1、関数等の描画の分割数は 50 である。 

 プログラムは中央のテキストボックス内に記述するが、「解説」ボタンをクリックすると、図 2 の

ような、記述法が表示される。 

 

図 2 プログラム記述法画面 

 利用者はこの画面を参照しながらプログラムを作成する。コマンド内での数式の使い方については、

メニュー［ヘルプ－数式内利用可能関数］を選択して表示される関数群を参照する。 

 ここでは各コマンドについて、少し詳しく説明する。コマンドは大文字と小文字を区別しないので、
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どちらを使ってもよい。また、パラメータ間の空白は、あってもなくてもよい。 

 

描画範囲変更 

  rangex xmin, xmax （rangey ymin, ymax） 

  range min, max 

描画範囲を一時的に変更する。メニューの描画範囲を表すテキストボックスは変化しない。2 番目の

例のように、range だけだとすべての軸の描画範囲を同一に変更する。 

 

時間変数（time=0, 0.1, 0.2, … 計算機の実行が追いつく限り実時間） 

  time 

時間を表す予約変数で、0, 0.1, 0.2, … （秒）と増加して行くアニメーションの基本となる変数であ

る。描画は 0.1 秒ごとなので、簡単な動画で描画が追いつけば、実時間となる。 

 

定義 

  define 変数名=定義式 

変数名を定義式で置き換えることができる。定義式に乱数が含まれる場合は、描画の度に乱数が発生

するので、同じ値は保持しない。プログラムの実行の最初に置換処理を実行するので、描画スピード

のロスは少ない。 

 

初期定義 

  set 変数名=定義式 

最初に定義式を計算して、変数名を置き換える。乱数を用いて初期位置を決めることができるので、

define が利用できないところで有効である。定義式は数値として評価可能なものに限られる。変数の

置換処理はその都度行われるので、これが含まれると実行速度が遅くなる。次で説明するループと連

動して使用する。 

 

ループ（ループ変数名は lp=0,1,2,…） 

  loop 回数 

    図形描画 

  endloop 

複数回の処理を連続で行うときに利用する。ループの回数を表す予約変数は「lp」で、これは 0, 1, 2, 

… ,回数-1 まで変化する。現在のバージョンではループは 1 重までである。1 重ループを多重ルー

プとして機能させるために、整数の割り算の余りを求める演算 % が用意されている。 

 

$付き変数（データページ参照） 

  $x, $y 等 

ループの中の$付き変数は、実行メニュー中のデータページにある（$を取った）同名変数の値を読み

込む表記法である。ループの lp 予約変数+1 に相当する行番号のものが利用される。但し、$付き変

数がなく、実行メニューの「データページ」が 0 以下ならば、データページは必要ない。 

 

実行の繰り返し 

  playback 時間（秒） 

実行メニューの「動画」ボタンをクリックした際の描画の実行時間を決める。その描画時間が終了し

たら、再描画が繰り返される。 

 

ペイントモード 

  paint mode 

  mode 1：面と縁 2：面のみ 3：縁のみ 

以下に述べる、box, circle, tri, poly, param2 コマンドにおいて、面と縁、面のみ、縁のみを表示さ
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せるモードを指定する。描画の前に指定し、次に変更して指定されるまでは、そのままの状態になっ

ている。デフォルトは面と縁である。 

 

描画開始・終了時間 

  starttime 時間（秒） 

  stoptime 時間（秒） 

描画コマンドの開始時間と終了時間を設定する。複雑な描画では時間のずれが生じる。一度設定する

と、その情報はその後の描画で保持される。 

 

描画条件 

  disp 式 

式≧0 のときそれ以降を描画 

 

グリッド 

  grid [widths, widthl] 

小さな間隔を widths、大きな間隔を widthl として、グリッドを引く。図を描くガイド用として利用

し、後で消すことを想定している。 

 

背景黒色 

  black 

これは描画の背景を黒色にするコマンドである。 

 

球体 

  ball (x, y), r, color [, tr] 

座標(x,y)を中心にした半径 r の立体的な球を描画する。色を指定する color は&Hffaa80 のように 16

進数で表示するか、10 進数で表示する。値がよく分からない場合は、実行メニューの「色参照」ボ

タンで調べることができる。tr は不透明度（0～1）を与える。tr は省略可能でデフォルトは 1（不透

明）である。color と tr については、他でも同じように使用する。一般に、[  ] 内のパラメータは省

略可能である。 

 

直方体 

  box (x, y), wx, wy, color [, theta, tr] 

座標(x,y)を中心にした、横幅 wx、高さ wy、色 color の直方体を描く。theta は図形中央を中心とし

た回転角（単位は度）で、デフォルトは 0 度、tr は不透明度である。 

 

正 n角形 

  poly (x, y), r, n, color [, theta, tr] 

座標(x,y)を中心にした、半径 r、色 color の n 角形を描く。theta は回転角（度）、tr は不透明度であ

る。 

 

円・楕円 

  circle (x, y), r, color [, ratio, theta, tr] 

座標(x,y)を中心にした、横半径 r、色 color、縦横比 ratio の楕円を描く。縦横比は、縦／横で与え、

デフォルトは 1 である。theta は回転角（度）、tr は不透明度である。 

 

三角形 

  tri (x1, y1)-(x2, y2)-(x3, y3), color [, tr] 

3 点の座標(x1, y1), (x2, y2), (x3,y3) を繋ぐ、色 color の 3 角形を描く。tr は不透明度である。 

 

連結 

  connect (x1, y1)-(x2, y2), color [, mode, r, dr] 
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  mode 1-2：線，3-4：矢印，5-6：バネ，7-8：抵抗，9-10：波線，11-12：点線，13-14 点矢印， 

  15-16：バネ（持ち手なし），17-18：コイル，19-20：コイル半分 

  21-22：左半円，22-23：右半円，31-32:左半波円，33-34：右半波円 

  41-42：左半 gluon，43-44：右半 gluon   注）偶数は太線 

2 点の座標(x1,y1), (x2,y2)を繋ぐ、色 color の、線分、矢印、バネ等を描く。描画の mode は上に書

かれた通りである。r は、バネ/コイルの場合は半径、波線/抵抗の場合は厚みである。dr は、バネ/コ

イルの場合は巻き数、波線/抵抗の場合は山と谷数、矢印の場合は矢印の位置（始点 0 終点 1）である。 

 

関数 

  func y=f(x), color [, mode, min, max, div] 

  func f(x), color [, mode, min, max, div] 

  mode 1：細線 2：太線 

色 color の y=f(x)の関数形を描く。x=f(y)の関数形を描くこともできる。mode は上に示した通りであ

る。min と max は関数を描く領域の最小と最大で、デフォルトは実行メニューで定めた描画範囲で

ある。div は描画間隔を決めるための分割数で、デフォルトは実行メニューで定めた分割数である。 

 

関数値による色付け 

  colorz f(x, y) [, mode, xmin, ymin, xmax, ymax, div, tr] 

関数 f(x,y) の大きさにより、領域に虹色の色付けを行う。最小が紫、最大が赤である。mode=1 は 1

回の描画の値による描画、mode=2 はそれまでの最大値を保持させるものとする。後者は、例えば波

の干渉などで、振幅の大きな領域を見つけるのに役に立つ。デフォルトは mode=1である。xmin, ymin, 

xmax, ymax は描画領域（固定）、div はその領域の x,y 方向の分割数である。 

 

パラメータ曲線［0<=u<=1］ 

  param1 (x(u), y(u)), mode, color [, div] 

  mode 1：細線 2：太線 3：矢印 4：太矢印 

予約パラメータ「u」で指定するパラメータ表示関数を色 color で描く。パラメータが動く範囲は 0

≦u≦1 である。mode は上に示した通りである。矢印は u=1 の側に付く。r は矢印の長さである。 

 

 

パラメータ面［0<=u,v<=1］ 

  param2 (x(u,v), y(u,v)), color [,div1, div2, tr] 

2 つの予約パラメータ「u, v」で指定するパラメータ表示関数を色 color で描く。パラメータ u, v は 0

から 1 までの間を分割数 div1 と div2 で動くものとする。tr は不透明度である。通常は 3 次元空間内

に描くものだが、ここでは 2 次元平面内で面を描くのに利用する。 

 

陰関数 

  impfunc f(x,y), color [, mode, div] 

  mode 1：細線 2：太線 

f(x,y)=0 で与えられる陰関数のグラフを色 color で描く。mode は上に示した通りである。div は表示

領域の x,y 方向をいくつに分割して描画するかを決める分割数である。 

 

クリップボード中の画像貼り付け 

 clip (x, y), wx [, theta] 

クリップボードにある画像を、座標(x,y)を中心に、wx を横幅として貼り付ける。その際、画像の縦

横比は保持する。theta は画像の回転角度（度）である。 

 

文字列 

  string (x, y), ”文字列”, color [, size] 

座標(x, y)の位置に指定された文字列（” ” でくくる）を色 color で描く。文字のフォントサイズは size

で指定するが、デフォルトは 9 point である。 
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 コマンド開設の中でも述べたが、描く図形の色は RGB の 16 進表示（10 進表示でもよい）で指定

する。なじみの薄い利用者もいるので、実行メニューに「色参照」ボタンを加え、色を選びながら、

数字を指定できるようにしている。描く図形によって図形表示の最大数が決まっており、指定した数

が多い場合は、例えば「ball 数<=最大数」のようにエラーメッセージが表示される。これを変更する

場合は、例えば「maxball 20000」のように、max の後に描画コマンド名を続けて、必要な数値を書

く。図形描画コマンドのパラメータは、時間変数 time や繰り返し変数 lp などを使って帰ることがで

きるが、数値で表し、固定値として扱うものもある。例えば、描画モードを表す mode や分割数を表

す div、colorz コマンドの描画領域などである。また、図形描画以外のコマンドのパラメータは殆ど

固定である。 

以後は例を用いてコマンドの利用法を説明する。行の最初の数字は説明用の行番号であり、実際に

は入力しない。図は通常正方形の描画領域内に表示されるが、画面の都合により、必要部分を切り取

って示す。 

 

例 1 バネ 

1. box (0,3.5),6,1,&H804000 

2. define y=sin(2*time) 

3. connect (0,3)-(0,y),&Hff0000,5 

4. ball (0,y-0.2),0.3,&Hff 

 

 1 行目はバネをつるす天井を描いている。(0,3.5)を中心として、幅 6、高さ 1 の直方体を色番号

&H804000 で描く。2 行目は運動するおもりの位置を y として与える定義文である。運動は位相θ=2t

（秒）で与えられる。3 行目は、コマンド connect の mode が 5 で、赤色のバネを表している。4 行

目は中心を y-0.2 とした、青色のボールを表している。図 3 に描画結果を示す。 

 

図 3 バネ 
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例２ ボックスとボールの回転 

1. circle (0,0),2,&Hff,0.5,90*time 

2. box (0,0),1,0.5,&Hff00,90*time 

 

1 行目は座標(0, 0)を中心とした長半径 2、縦横比率 0.5 の楕円を表す。楕円は 1 秒間に 90 度の角

度で回転をさせている。但し、パソコンの描画速度によって遅れる場合もある。2 行目は(0, 0)を中心

とした、幅 1、高さ 0.5 の緑色の長方形を描く。長方形は楕円と同じ速さで回転させている。描画は

プログラムの順番に描かれるので、circle の上に box が描かれている。図 4 に描画結果を示す。 

 

図 4 ボックスとボールの回転 

例３ 多角形の回転 

1. poly (-1,0),2,6,&Hff,-90*time,0.2 

2. poly (1,0),1.5,5,&Hff00,90*time,0.2 

 

 1 行目は半径 2 の青色で半透明な（不透明度 0.2）六角形を描くコマンドで、2 行目は半径 1.5 の緑

色で半透明な（不透明度 0.2）五角形を描くコマンドである。2 つの多角形の回転速度は 1 秒間に 90

度で、逆方向に回っている。図 5 に描画結果を示す。 

 

図 5 多角形の回転 

 

例４ 円運動 

1. define x=3*cos(time) 
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2. define y=3*sin(time) 

3. ball (x,y),0.2,&Hff 

4. connect (x,y)-(0,0),&H606060,1 

5. connect (x,y)-(2*x/3,2*y/3),&H8080,4 

6. connect(x,y)-(x-y/3,y+x/3),&Hff0000,4 

 

 1,2行目は円運動の位置の定義文である。3行目はその位置に青色のボールを描くコマンドである。

4 行目では、connect コマンドの mode=1 を使って、中心とボールを繋ぐ線、5 行目は加速度の方向、

6 行目は速度の方向を mode=4 の太矢印で描画している。図 6 に描画結果を示す。 

 

図 6 円運動 

例５ 坂と滑車 

1. playback 3 

2. define l=(time/1.5)^2 

3. define x1=-2.2+l*cosd(30) 

4. define y1=-2.11+l*sind(30) 

5. define x2=3.2 

6. define y2=-0.5-l 

7. connect (x1,y1)-(3,1/3^0.5+0.4),&H404040,1 

8. connect (x2,y2)-(3.2,1/3^0.5+0.2),&H404040,1 

9. tri (-3.2,-3)-(2.8,-3)-(2.8,-3+6*tand(30)),&H804000 

10. box(x1,y1),0.7,0.5,&Hff0000,30 

11. box(x2,y2),0.7,0.5,&H800000 

12. circle(3,1/3^0.5+0.2),0.2,&Hff8040 

13. connect (3,1/3^0.5+0.2)-(2.8,-3+6*tand(30)),&Haa0000,2 

 

 1 行目では、描画の繰り返し時間を 3 秒に設定している。3,4,9,13 行目の cosd(), sind(), tand()関数

は、引数を度単位で表した三角関数である。9 行目の tri は台の三角形を描くコマンドである。図 7

に描画結果を示す。 
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図 7 坂と滑車 

 

例６ クリップボードからの描画 

1. loop 10 

2. define x=2*cos(vth(time-(10-lp)/2.5)) 

3. define y=2*sin(vth(time-(10-lp)/2.5)) 

4. clip (x,y),2-(10-lp)*0.1 

5. endloop 

 

1行目から 5行目の loop 10 ～ endloopはその間の描画を 10回繰り返すコマンドである。その間、

予約変数 lp は 0 から 9 まで値が動く。define はループの間でも前後でも同じ働きをする。4 行目の

clip はクリップボードにコピーした画像を表示するコマンドである。大きさは描画幅で指定するが、

縦横比は保持される。2,3 行目で使われた vth()は引数が負の時は 0、正の時はその値となる関数であ

る。必要に応じて図を回転させることもできる。図 8 に描画結果を示す。 

 

図 8 クリップボードからの描画 
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例７ 定常波 

1. define y1=0.5*sin(2*pi*(x-time/5)) 

2. define y2=0.5*sin(2*pi*(x+time/5)) 

3. func y1,&Hff,,-3,3,100 

4. func y2,&Hff00,,-3,3,100 

5. func y1+y2,&Hff0000,2,-3,3,100 

6. connect (-0.5,1.5)-(0.5,1.5),&Hff,4 

7. connect (0.5,-1.5)-(-0.5,-1.5),&Hff00,4 

8. box (-3.2,0),0.4,2,&H804040 

9. box (3.2,0),0.4,2,&H804040 

 この例の 3,4,5 行の func は、y=f(x)または x=f(y)の形の関数を描画するコマンドである。この場合

は y1,y2 の中に変数 x が含まれているため、y=f(x)の描画となる。描画の mode を指定しない場合は

mode=1 となり細線、2 の場合は太線となる。ここでは 5 行目で記述された赤色の定常波が太線であ

る。図 9 に描画結果を示す。 

 

図 9 定常波 

 

例８ 超音速 

1. playback 15 

2. define x1=(lp*0.04)^2-2.5 

3. define x2=(0.2*time)^2-2.5 

4. paint 3 

5. loop 100 

6. circle (x1,0),vth(time/2-lp/10), &Hff 

7. endloop 

8. paint 1 

9. tri (x2,0)-(x2-0.2,0.1)-(x2-0.2,-0.1),&Hff0000 

 

 これは音速を超える際の音波の伝搬を描画したものである。1 行目は 15 秒ごとに再描画するコマ

ンドである。4 行目と 8 行目の paint は、それぞれ描画を縁のみと縁と面にするコマンドである。図

10 に描画結果を示す。 
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図 10 超音速 

 

例９ リサジュー図形 

1. define x1=2*cos(2*pi*u*0.9+time) 

2. define y1=sin(4*pi*u*0.9-pi/4+time) 

3. param1 (x1,y1),rainbow(u),4,100 

 

 これは時間とともに動くリサジュー図形の例である。3 行目の param1 は 2 次元のパラメータ表示

関数を表すコマンドである。パラメータは、予約変数として u が使われ、0≦u≦1 の間の値を取る。

パラメータ u は通常、実行メニューの分割数で指定された数で分割され描画されるが、描画を滑らか

にする場合など、3 行目の最後の 100 のように、分割数を増やすこともできる。3 行目の rainbow()

関数は引数の値が 0 から 1 の範囲で、紫色から赤色の虹色の数値を与える関数である。また、mode

の値は太矢印の mode=4 が与えられている。図 11 に描画結果を示す。 

 

 

図 11 リサジュー図形 

 

例 10 等電位面 

1. define x1=2*sin(time) 

2. define x2=-2*sin(time) 

3. define y1=2*cos(time) 
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4. define y2=-2*cos(time) 

5. define r1=((x+x1)^2+y^2)^0.5 

6. define r2=((x+x2)^2+y^2)^0.5 

7. define r3=(x^2+(y+y1)^2)^0.5 

8. define r4=(x^2+(y+y2)^2)^0.5 

9. define p=1/(r1+0.001)+1/(r2+0.001)+1/(r3+0.001)+1/(r4+0.001) 

10. loop 3 

11. impfunc p-1.1*lp-2,&Hff,2,100 

12. end loop 

13. ball(x1,0),0.2,&Hff00 

14. ball(x2,0),0.2,&Hff0000 

15. ball(0,y1),0.2,&Hffff 

16. ball(0,y2),0.2,&Hffff00 

 

ここでは 4 つの等しい電荷が作る等電位面を陰関数を用いて描いている。11 行目の impfunc は

f(x,y)=0 で表される図形を描画する。ここで f(x,y)に相当する p-1.1*lp-2 の p は 9 行目に定義されて

いる。また impfunc コマンドで描画を滑らかにするために、領域を x,y 方向で 100 分割にしている。

図 12 に描画結果を示す。 

 

図 12 等電位面 

 

例 11 重ね合わせの原理 

1. playback 10 

2. maxcircle=200 

3. define d=1 

4. define f=2 

5. define r1=((x+d)^2+y^2)^0.5 

6. define r2=((x-d)^2+y^2)^0.5 

7. define z1=sin(2*pi*f*vth(time-r1))+sin(2*pi*f*vth(time-r2)) 

8. colorz z1+z2,2,,,,,101 

9. loop 40 

10. paint 3 

11. circle(d,0),vth(time-lp/f-0.25/f),&H0 

12. circle(-d,0),vth(time-lp/f-0.25/f),&H0 

13. endloop 
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 2 点から発せられる円形波の干渉縞を振幅の大きい部分と小さい部分で塗り分けた図である。波の

重なった部分は振幅が大きく、赤くなっている。8 行目の colorz が関数の値によって領域を塗り分け

るコマンドである。この場合は過去の最大振幅を記憶する mode=2 となっている。また、分割は結果

をきれいに表示するために、101 とデフォルトより多くしている。7 行目によると、この波は速さ 1、

周期 0.5、速さ×周期である波長が 0.5、円形波の中心間の距離が 2 の設定になっており、波の線は

11,12 行目から 1 波長ごとに描かれている。図 13 に描画結果を示す。 

 

図 13 干渉縞 
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１１．3 次元幾何アニメーション 

 これまで 3 次元物理シミュレーションで、質点系や静電磁場の問題を扱ってきたが、その際に環境

を含めて描くシミュレーションを目指すことにした。ここではその準備のために種々の描画に必要な

要素を開発している。シミュレーションとの連携は今後の課題であるが、この図形の描画法だけでも

数学関数や空間座標概念の把握に役に立つ。 

メニュー［分析－数学－3 次元幾何アニメーション］を選択すると図 1 のような実行メニューが表

示される。 

 

図 1 実行メニュー 

 利用法は 2 次元幾何アニメーションとほぼ同じである。コマンドについて、基本的な事項は 2 次元

のコマンドと同様であるので、重複する部分は簡単な説明に留める。結果はこれまでに開発した 3D

ビューアに表示する 1)。以下のコマンドについて、利用法は 2 次元の場合と同じである。 

 

描画範囲変更 

  rangex xmin, xmax （rangey ymin, ymax / rangez zmin,zmax） 

  range min, max 

 

時間変数（time=0, 0.1, 0.2, … 計算機が追いつく限り実時間） 

  time 

 

定義 

  define 変数名=定義式 

 

初期定義 

  set 変数名=定義式 
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ループ（ループ変数名は lp=0,1,2,…） 

  loop 回数 

    図形描画 

  endloop 

 

$付き変数（データページ参照） 

  $x, $y 等 

 

実行の繰り返し 

  playback 時間（秒） 

 

ペイントモード 

  paint mode 

  mode 1：面と縁 2：面のみ 3：縁のみ 

 

描画開始・終了時間 

  starttime 時間（秒） 

  stoptime 時間（秒） 

 

描画条件 

  disp 式 

式≧0 のときそれ以降を描画 

 

背景黒色 

  black 

 

これ以後のコマンドは 2 次元の場合とは異なるので、少し詳しく説明する。また 2 次元の場合と同

じく、コマンド等は大文字と小文字を区別しない。 

 

切り取りモード 

  cutmode 

これは図形がある距離まで近づくと、近づいた部分の表示が消えるモードで、内部構造などを見ると

きに利用する。 

 

座標軸表示 

  axis 

これは実行メニューで与えられる描画領域を囲む座標軸を描くコマンドである。 

 

初期角度 

  angle 角度（度） 

これは図形が最初に表示されるときの見る角度を指定するコマンドである。0（度）の場合は正面か

ら、90 度の場合は真上から見た図になる。 

 

小さな球体 

  ball (x, y, z), r, color [, tr] 

座標(x,y,z)を中心にした、半径 r、色 color の、立体的に見える球体を描く。不透明度 tr を指定する

と、立体表示は無くなり通常の半透明な球になる。デフォルトは不透明な立体的球体である。 
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大きな球体（分割は指定分割） 

  spher (x, y, z), r, color [, theta, phi, rot, tdiv, pdiv, tr] 

座標(x, y, z)を中心とした、半径 r、色 color の球体を描く。その際、中心軸の z 軸からの傾きを theta

（度）、軸の旋回角度を phi（度）とし、軸の周りの回転角度を rot（度）とする。また tdiv と pdiv

はそれぞれ theta方向とphi方向の分割数、trは不透明度である。デフォルトは theta=0, phi=0, rot=0, 

tr=1 であり、tdiv と pdiv は実行メニューに与えられた分割数である。これらの分割数を少なくする

ことによって多面体を表現することもできる。回転を分かり易くするために、予約変数「phi」を利

用した経線方向の色付けが可能である。 

 

三角形 

  tri (x1, y1, z1)-(x2, y2, z2)-(x3, y3, z3), color [, tr] 

3 点の座標(x1, y1, z1), (x2, y2, z2), (x3, y3, z3)を繋ぐ、色 color の三角形を描く。tr は不透明度であ

る。 

 

正 n多角形 

  poly (x, y, z), r, n, color [, theta, phi, rot, rdiv, tr] 

座標(x,y,z)を中心にした、半径 r、色 color の正 n 角形を描く。正 n 角形と垂直な軸の z 軸からの傾

きを theta（度）、軸の旋回角度を phi（度）とし、軸の周りの回転角度を rot（度）とする。回転を

分かり易くするために、予約変数「phi」を利用した経線方向の色付けが可能である。rdiv はデフォ

ルトが 1 の半径方向の分割数、tr は不透明度である。 

 

小さな直方体（描画に多少の乱れが生じる） 

  box (x, y, z), wx, wy, wz, color [, theta, phi, rot, tr] 

座標(x,y,z)を中心にした、x 方向 wx、y 方向 wy、z 方向 wz の大きさ、色 color の直方体を描く。z

軸との傾きを theta（度）、軸の旋回角度を phi（度）とし、軸の周りの回転角度を rot（度）とする。 

 

連結 

  connect (x1, y1, z1)-(x2, y2, z2), color [, mode, r] 

  種類 1：細線，2：太線，3：矢印，4：太矢印，5：バネ 

2 点の座標(x1, y1, z1), (x2, y2, z2)を繋ぐ、色 color の、線分、矢印、バネ等を描く。描画の mode は

上に書かれた通りである。r はバネを描いた場合の半径である。 

 

床・天井・平面波 

  func z=f(x, y), color [, min1, min2, max1, max2, div, tr] 

  func f(x, y), color [, min1, min2, max1, max2, div, tr] 

色 color の z=f(x, y)の関数形を描く。x=f(y, z), y=f(z, x) の関数形を描くこともできる。描画領域は、

座標(min1,min2)と(max1,max2) を対角線とする四角形である。分割は1方向当たりdivで指定する。

デフォルトは実行メニューの分割数である。 

 

パラメータ曲線［0<=u<=1］ 

  param1 (x(u), y(u), z(u)), mode, color [, div, r] 

  mode 1：細線 2：太線 3：矢印 4：太矢印 

予約パラメータ「u」で指定するパラメータ表示関数を色 color で描く。パラメータ u は 0 から 1 ま

での間を分割数 div で動くものとする。描画 mode は、細線、太線、矢印、太矢印がある。r は矢印

の長さである。 

 

パラメータ曲面［0<=u,v<=1］ 

  param2 (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), color [, div1, div2, tr] 

2 つの予約パラメータ「u,v」で指定するパラメータ表示関数を色 color で描く。パラメータ u,v は 0

から 1 までの間を分割数 div1 と div2 で動くものとする。tr は不透明度である。 
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文字列 

  string (x, y, z), ”文字列”, color [, size] 

座標(x, y, z)の位置に指定された文字列（” ” でくくる）を色 color で描く。文字のフォントサイズは

size で指定するが、デフォルトは 10 point である。 

 

以後は 2 次元の場合と同様、例を用いてコマンドの利用法を説明する。行の最初の数字は説明用の

行番号であり、実際には入力しない。図は通常正方形の描画領域内に表示されるが、印字の都合によ

り、必要部分を切り取って示す。 

 

例 1 銀河のような形状 

1. black 

2. ball(0,0,0),0.3,&Hffffff,0.5 

3. loop 800 

4. define x=$r*cos(time/($r+1)+$a) 

5. define y=$r*sin(time/($r+1)+$a) 

6. ball(x,y,$z),0.05,&H8888ff 

7. endloop 

 

 1 行目では背景を黒色にし、2 行目は原点に白い球形を描いている。3 行目から 7 行目は繰り返し

で、800 個の小さな球形を描く。4,5 行目は、loop の前にあっても中にあっても、機能は同じである。

$r, $aには実行メニューのデータページにある r, a変数のデータの値をループ予約変数 lpの値に応じ

て、lp+1 行目から読み出して行く。動きは time 変数で与える。データさえ与えておけば星の数は

10000 個程度でも問題なく動く。図 2a に描画結果を示す。 

 

図 2a 銀河のような形状 

これは力学的法則を用いてシミュレーションを実行しているわけではない。あくまで単なる点の回転

である。またデータページにデータを与えない限り、サンプルとして実行することはできない。 

 同様な処理を ball の数を増やして、データページを使わずに示しておく。これならデータなしに

すぐに実行できる。 
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1. black 

2. angle 10 

3. ball(0,0,0),0.3,&Hffffff,0.5 

4. set r=3*abs(nrnd) 

5. set a=2*pi*rnd 

6. set z1=rnd-0.5 

7. loop 9000 

8. define x=r*cos(time/(r+1)+a) 

9. define y=r*sin(time/(r+1)+a) 

10. define z=exp(-r^2)*z1 

11. ball(x,y,z),0.03,&Haaaaff 

12. endloop 

 

 ここでは ball の数を 9000 個にしている。4, 5, 6 行目の set コマンドは、要素 1 個 1 個の定義デー

タ（計算式）を作る際に乱数に予め数値を割り当て、描画の段階ではその数値を利用する方法で描画

する。描画スピードは落ちるが、データページを使わず似た効果を出せる利点がある。2 行目の angle

コマンドでは、最初の見る角度を水平から 10 度に設定している。図 2b に描画結果を示す。 

 

 

図 2b データページを使わない銀河のような形状 

 

例２ 2 つの球体 

1. define col1=&Hffff*theta(phi-pi*0.01)+&Hff*theta(pi*0.01-phi) 

2. define col2=&Hffff00*theta(phi-pi*0.01)+&Hff00*theta(pi*0.01-phi) 

3. spher(2.5*cos(time),2.5*sin(time),0),2,col1,,,90*time,20,,0.25 

4. spher(2.5*cos(time),2.5*sin(time),0),0.5,&Hff0000,,,90*time,20,,0.5 

5. spher(2.5*cos(time+pi),2.5*sin(time+pi),0),1,col2,-30,,-180*time,20 

 

 ここでは、spher コマンドを使って 2 つの球体を描いているが、大きい方の中にはもう 1 つ球体が

ある。5行目の小さい方の球体は軸を 30度傾けている。軸方向の回転速度は大きい球体で 90度／秒、

小さい球体で、-180 度／秒である。分割数は、theta 方向を 20、phi 方向はデフォルトの 30 に設定

している。また回転が分かるように予約変数 phi が 0 の近傍で色を変えるようになっている。1,2 行

目の theta()は引数が 0 以上の時に 1、負のときに 0 となる関数である。図 3 に描画結果を示す。 
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図 3 2 つの球形 

 

例３ 波とプール 

1. playback 10 

2. define z1=0.2*sin((x^2+y^2)^0.5*3-4*time) 

3. define def=theta(4*time-(x^2+y^2)^0.5*3) 

4. func z=z1*def,&Hffcc,-5,-5,5,5,,0.5 

5. define dz=0.2*sin(-4*time) 

6. ball(0,0,dz),0.3,&Hff 

7. connect (0,0,3)-(0,0,dz+0.2),&Hff0000,5 

8. box (0,0,0),10,10,5,&Hffff,,,,0.1 

 

これは円形波の例で、3 行目で定義された変数 def で最初の波の到達を与える。波の形は 4 行目の

func コマンドで、z1 の中に x と y が time 変数と共に含まれることで与えられる。波の描画範囲は

x,y の範囲として、(-5,-5)と(5,5)を対角とする正方形で与えられる。6 行目でボールを描き、7 行目で

connect コマンドを用いてバネを描いている。8 行目はプール自体を半透明に描いている。図 4 に描

画結果を示す。 

 

図 4 波とプール 

 

例４ 力学（バネ） 

1. axis 
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2. define z=2*sin(2*time) 

3. ball(0,0,z),0.5,&Hff00 

4. connect (0,0,4)-(0,0,z+0.51),&H8888,5 

5. connect (0,-0.2.,z)-(0,-0.2,z-2),&Hff,4 

6. connect (0,-0.2.,z)-(0,-0.2,2),&Hff0000,4 

7. connect (1,-0.2,z)-(1,-0.2,0),&Hff00ff,4 

8. string (1.7,-0.2,z/2), "合力",&Hff00ff,20 

 

これは今後応用して行く物理シミュレーション用に作られたものである。バネとおもりの力の向き

をベクトルで表し、その中に文字を入れている。また、動きが分かり易いように、1 行目の axis コマ

ンドで座標軸も加えている。8 行目の string コマンドは文字列を描くコマンドで、フォントサイズは 

20 であるが、表示の大きさは文字の位置により変わってくる。図 5 に描画結果を示す。 

 

図 5 力学（バネ） 

 

例５ 斜面 

1. playback 3.5 

2. func z=tan(pi/6)*x,&Hccffff,-10,-10,10,10 

3. define x1=-time^2+4 

4. define z1=x1*tan(pi/6)+0.5 

5. box (x1,-3,z1),1,1,0.5,&Hff0000,-30,0,-180*time 

6. ball (x1,0,z1),0.4,&H8800 

7. box (x1,3,z1+0.1),1,2,0.5,&Hff,-30,0,90*time 

 

これは 2 つのボックスとボールが斜面を回転しながら滑り落ちるプログラムで、2 行目で斜面を与

え、3, 4 行目でボックスとボールの位置を定義している。それぞれの動きは、5, 6, 7 行目で与えるが、

ボックスにはそれぞれ-180, 90（度／秒）の回転を与えている。図 6 に描画結果を示す。 
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図 6 斜面 

 

例６ 矢印 

1. define x1=3*cos(2*pi*u+2*time) 

2. define x2=3*sin(2*pi*u+2*time) 

3. define x3=4*u-2+sin(2*time) 

4. param1 (x1,x2,x3),rainbow(u),4 

5. param1 (x2,x3,x1),rainbow(u),4 

6. param1 (x3,x1,x2),rainbow(u),4 

 

 これは param1 コマンドを使った矢印の動きを表す例で、1,2,3 行目で与えた定義により、4,5,6 行

目で座標の役割をサイクリックに変えて表示したものである。色は rainbow 関数で予約パラメータ u

の値に応じて付けられている。また、param1 コマンドの mode は矢印・太線を与える 4 である。図

7 に描画結果を示す。 

 

図 7 矢印 

 

例７ トーラス 

1. define x=(3+1.5*sin(2*pi*u))*cos(2*pi*v) 

2. define y=(3+1.5*sin(2*pi*u))*sin(2*pi*v) 

3. define z=1.5*cos(2*pi*u)+2*sin(sin(time)*u) 

4. param2(x,y,z),rainbow(u) 

 

これは param2 コマンドの使用例で、3 次元パラメータ表示のトーラスに少し時間的な動きを加え
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たものである。3 行目の第 2 項によって動きが得られる。図 8 に描画結果を示す。 

 

図 8 トーラス 

 

例８ コマ 

1. define col=&Hff*theta(phi-175)+&Hffff*theta(175-phi) 

2. define x1=2*sind(30)*cosd(90*time) 

3. define y1=2*sind(30)*sind(90*time) 

4. define z1=2*cosd(30)-2 

5. define x2=4*sind(30)*cosd(90*time) 

6. define y2=4*sind(30)*sind(90*time) 

7. define z2=4*cosd(30)-2 

8. define th=30 

9. define alpha=-(90*time) mod 360 

10. poly (x1,y1,z1),3,6,col, th, alpha, 270*time, 3 

11. connect (x1,y1,z1)-(x2,y2,z2), &Hff0000,2 

12. connect (x1,y1,z1)-(0,0,-2), &Hff0000,2 

13. connect (0,0,-2)-(0,0,-4),&H6600,2 

14. poly (0,0,-4),2,30,&Hff00, , , , 6 

 

 これは支柱の上で回転する 6 角形のコマを表現している。10 行目の poly は 6 角形のコマを描画す

るコマンドで、軸の傾きが th、軸の旋回角度が alpha である。これらはそれぞれ 8 行目と 9 行目で

定義されている。コマ自身の回転は軸の周りに 270 度／秒であり、コマの半径方向の分割数は 3 とな

っている。13, 14 行目が台座の描画である。図 9 に描画結果を示す。 
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図 9 コマ 

例９ スイカ 

1. paint 2 

2. cutmode 

3. angle 0 

4. define y1=2-5.5*abs(sin(time)) 

5. define col=&Hff00*(phi % 36)/18) 

6. spher (0,y1,0), 3, col, , , , , 20 

7. spher (0,y1,0), 2.9, &Hffffff, , , , , 20 

8. spher (0,y1,0), 2.5, &Hff0000, , , , , 20 

9. loop 100 

10. define x=$r2*sin($theta2)*cos($phi2) 

11. define y=2+$r2*sin($theta2)*sin($phi2) 

12. define z=$r2*cos($theta2) 

13. define y2=y-5.5*abs(sin(time)) 

14. ball (x,y2,z),0.1,&H0,1 

15. endloop 

 

 これはスイカが近づいたり遠ざかったりする描画である。2 行目の cutmode コマンドで、近づいた

際、中が見えるようになっている。スイカらしくするために、1 行目の paint 2 コマンドでフレーム

を表示しないようにしている。また、cutmode を効果的にするために 3 行目の angle 0 で、最初の見

る角度を水平面からにしている。スイカの位置は、4 行目で y 方向に振動させている。また色の区分

けは 5 行目で予約変数 phi の値が飛び飛びになることを利用して付けられている。図 10 に描画結果

を示す。 
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図 10 スイカ 
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１２．行列計算 

 数学の行列計算は College Analysis の中で統計学をはじめとする様々な分野のプログラムで用い

られてきたが、我々はこの計算プログラムを分析の表題として表に出すことはなかった。その理由は

授業等で利用する機会がなかったからだけでなく、どのような形式にすれば簡単に利用できるプログ

ラムを作ることができるのか分からなかったからである。今回この問題について考え、１つの回答を

見出したので紹介する。 

 行列はデータとして、グリッドエディタのセルに「A=」のように名前を付けて自由に記述し、実

行メニューの中で名前を利用した数式表現を用いて、計算を実行する。結果はグリッド出力を用いて

行列の形式で出力される。このプログラムの面白いところは、単純に数値計算を行うだけでなく、行

列を文字列として計算できるところで、例えば固有方程式などを（形は見易くないが）数式として表

現して、結果をそのまま方程式ソルバーにコピー・ペーストして固有値などを求めることもできる。

同様のことは連立１次方程式についても実行できる。また、行列表示した楕円の式などの結果を陰関

数表示のプログラムにコピーして結果をグラフ表示することも可能である。これは行列の教科書で習

う計算をそのままシミュレートすることに相当しており、教育効果も期待できそうである。College 

Analysis に含まれる分析相互のやり取りを通して活用の幅が広がる例である。 

 College Analysis のメニュー［分析－数学－行列計算］を選択すると図 1 のような実行画面が表示

される。 

 

図 1 実行画面 

 行列データは、グリッドエディタに例えば「a3=」のように、行列名を付けて入力する。行列名は

必ず後ろに半角の「=」を付け、行列の成分は行列名の右から下にかけて連続的に入力する。空欄が

行列の区切りである。図 2 にデータ入力の例を示す。 
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図 2 データ入力画面 

ここには、a3, a2, b3, b2, c, d, i3, i2, x3, x2 という名前の 10 個の行列が含まれている。行列の成分

には単に数字だけでなく、数式や文字列も利用可能である。行列名は小文字と大文字を区別せず、す

べて大文字に変換して処理される。但し、このプログラムは複素行列に対応していない。複素行列に

ついては将来このプログラム内で対応させるか、独立に扱うか検討中である。 

 利用者は「行列数式＝」のテキストボックスに、データで入力した行列名を含む数式を記述する。

例えば「a3*(c-i3)」として実行ボタンをクリックすると、図 3 のような結果が表示される。 

 

図 3 「a3*(c-i3)」計算結果 

 計算式の演算では、実数同士の加減乗除、行列同士の加減乗算、行列とスカラーの乗除（スカラー

で割る）、が可能である。また関数として扱われるのは、実数の College Analysis で標準的に利用で

きる関数、行列の転置（mt()）、トレース（mtrace()）、行列式（mdet()）、逆行列（minv()）、固有値

対角行列（mival()）、固有ベクトル（mivec()）である。但し、後者２つについては対称行列のみ対

応するようになっている。これについては今後改良を加えて行く必要がある。行列の関数で行列式は

スカラーとなるが、これも図 3 と同様に、１行１列の行列として結果が表示される。行列計算は基本

的に行列もスカラーもすべて行列として処理している。これらの計算は図 1 の中の「数値処理」ラジ

オボタンで示されるように、数値として計算される。 
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 このプログラムを利用すると、通常の逆行列や固有値、固有ベクトルを求める計算だけでなく、教

科書などでよく例が表示される、行列と逆行列の積が単位行列であることや固有ベクトルによる実対

称行列の対角化などを手軽に見ることができる。例えば前者は、テキスト入力で「c*minv(c)」とし

て「実行」ボタンをクリックすると、結果は図 4 のように単位行列となる。 

 

図 4 行列と逆行列の積 

後者では、「mt(mivec(a3))*a3*mivec(a3)」とすると、対角成分に固有値が並んだ、図 5 のような対

角行列を得る。 

 

図 5 固有ベクトルによる実対称行列の対角化 

 このような数値計算だけでなく、行数と列数が小さな行列では図 1 の「文字列処理」ラジオボタン

によって、行列の計算を文字列で実行することもできる。結果は数式処理ソフトのようにきれいでは

ないが、これを利用すると、実際に固有方程式や１次連立方程式を作り、方程式ソルバーでそれを解

いて固有値を求めたり、２次曲線の式を行列表示して陰関数グラフの表示プログラムでグラフ化した

りすることができる。 

 図 1 で「文字列処理」ラジオボタンを選択し、テキスト入力で「mdet(a3-x*i3)」とすると、図 6

のような結果が得られる。 

 

図 6 行列式の文字列計算 

数式処理が可能ならばもっと簡単な表式になるのであるが、ここでは区切りのための括弧が多く付い

た表式が与えられている。この行列式を 0 とおいて固有値が求められるが、これにはメニュー［分析

－数学－方程式ソルバー］を選択して得られる方程式ソルバーメニューを利用する。これにこの表式

をコピーして、「方程式の解」ボタンをクリックすると、表式=0 で求められる解が図 7 のように求め

られる。 
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図 7 固有方程式の解 

 次に、テキスト入力で「c*x3-b3」として「実行」ボタンをクリックすると、図 8 のような結果が

得られる。これは連立方程式「c*x3-b3=0」の左辺である。 

 

図 8 連立方程式の文字列計算 

 この表式を方程式ソルバーにコピーし、結果を求めたものが図 9 である。 

  

図 9 連立方程式の解 

 最後に２次曲線の行列表示について見てみよう。テキスト入力で「mt(x2)*a2*x2-9」として「実行」

ボタンをクリックすると、図 10 のような結果が得られる。表式=0 とすると、これは２次曲線の方程
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式である。 

 

図 10 ２次曲線方程式の文字列計算 

これを、［分析－数学－２次元パラメータ表示関数］のメニューの「陰関数描画」のテキストボック

スに代入し、「描画」ボタンをクリックすると、図 11 のような結果を得る。 

  

図 11 ２次曲線の描画 

ここでは２次元のグラフを描いたが、これには３次元のグラフを描くものもある。 

 これまで分析プログラムの内部で利用されていた行列計算のプログラムを表に出し、行列計算が数

式で行えるようにした。また、行列計算を文字列で行い、その結果を用いて方程式を解いたり、グラ

フを描いたりできるようにした。このプログラムは、数学や統計の授業で役に立つと考える。数学の

教科書の演習問題の答え合わせに、公式のチェックに利用することが考えられる。また統計の多変数

解析では行列計算が多用される。これらの計算を追っていく際、数式によって計算を進めて行くこの

プログラムは非常に有効である。また、文字列計算も利用法によって用途が拡がるものと考えられる。 

 行列計算の問題点として、現在は実数の範囲しか扱っていない。これを複素数に拡張することは将

来必須であろう。非対称行列の固有値は一般に複素数となり、今後これらの解を求める方法も追加し

て行かなければならない。 
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１３．不等式グラフ 

 これまで我々は等式に関するグラフを描くプログラムを多く作成してきたが、ここでは不等式につ

いて考えてみたい。3 次元における不等式の領域は表現しにくいことから、今回のプログラムでは 2

次元についてのみ考える。不等式は基本的に陰関数の領域として処理し、不等式の論理式も考えられ

るようにする。また、不等式の領域として円等を考えることにより、ベン図なども描けるようにする。

できるだけ汎用的に使えるツールとして考えて行きたい。 

 メニュー［分析－数学－グラフ－不等式グラフ］を選択すると図 1 のような不等式グラフの実行メ

ニューが表示される。 

 

図 1 不等式グラフ実行メニュー 

 メニューは、大きく、定義式の部分と条件式の部分に分かれ、定義式の部分では 1 つずつの不等式

が定義され、表示領域上に表示される文字列が設定される。条件式の部分では、複数の不等式の論理

演算式が指定される。ここで指定された「真」の領域は「色設定」ボタンで選択される色で塗られる。

以後、具体的に例を見ながら説明する。 

 図 1 に示される設定で、「描画」ボタンをクリックすると、図 2 に与えられるグラフが表示される。 
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図 2 不等式領域グラフ 

定義式の部分の以下の形は、その変数名で右辺の不等式（通常の式も可）を利用することを意味する。 

  define 変数名=不等式（含等式） 

これは幾何アニメーションの定義式と同じである。 

 条件式の部分では、定義式のところで定義した変数名と通常の数式を使って論理式を記述する。上

の例では、d1 と d2 の和集合と d3 の補集合の積集合が「真」となる領域である。この領域が指定さ

れた色で、集合の境界と共に表示される。集合の境界は、その集合に含まれる場合は黒、含まれない

場合はグレーで表示される。領域は 1 画素毎に真偽を判定し、境界は陰関数の描画法である等高線を

表示するアルゴリズムを使って描画しているので、多少の粗さは残る。また、描画にある程度の時間

を必要とするので、通常のグラフ描画のように、Window の枠の大きさの変化には対応していない。 

 定義式の部分の書式をまとめておく。 

不等式の定義 

 define d1=(x-1)^2+y^2<=4 

 define ex1=x^2+y^2 

 define 変数名=式（等式または不等式、定義式）で指定する。 

文字列の描画 

 print (x,y), "文字列" [, 色番号, サイズ] 

 (x,y）の位置に文字列を描画する。色番号は&Hff00 のような RGB 形式，サイズはポイント数

である。 

 

 条件式の部分の書式は以下である。 



不等式グラフ／数学 

72 

 

条件式 

 [d1 | d2] & ![x^2+y^2<=5] 

 定義式で定義された変数名か、式を直接使う。 

 論理積は &、論理和は |、式の括弧は[  ] を用い、否定は ![論理式] である。 

 境界を含む場合は黒、含まない場合はグレーで境界を表示する。 

 

 描画される画面サイズは 400×400 から 900×900 まで、100 刻みで選択できるが、ドットごとに

真偽を判定するので、画面サイズが大きいほどサイズの 2 乗に比例して計算時間がかかる。 

 画面の下の領域は描画範囲を表し、dx と dy は軸目盛の幅を表す。「軸」チェックボックスは座標

軸の表示・非表示を決め、罫線チェックボックスは、座標軸が表示された場合に罫線を描くか否かを

決める。図 3a に座標軸と罫線を表示した場合のグラフ、図 3b に領域を表示しない場合のグラフを示

す。後者はベン図などの演習問題の作成に適している。 

   

図 3a 座標軸と罫線表示         図 3b 領域非表示 

 

 

 


