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８．システムダイナミクス 

8.1 システムダイナミクスとは 

システムダイナミクスは 1950 年代から発展してきたシミュレーション手法で、有益性は

広く認識されている。ソフトウェアも STELLA/iThink（以後 STELLA と呼ぶ）や Dynamo

を代表として、多く提供されており、社会システム分析の一分野を形成している。元々この

手法は、シミュレーション記述言語によって分析を行っていたが、コンピュータの発達によ

って、グラフィックによる記述が一般的になり、見た目にも分かり易い表現となった。我々

は、このグラフィック表現をグラフィックエディタによって描画することを考え、College 

Analysis への導入を検討した。プログラム作成に当っては参考文献[1] の STELLA の描画

を参考にしたが、これまでのグラフィックエディタの利用法との相違がないようにした。ま

た、外界を表すクラウドについては、開発当初は導入していたが、グラフィック画面の簡単

化のために省略している。 

グラフィックエディタにおける画面の構成要素は、ボックスとラインである。そのため、

フロー（バルブを含む）のように一体化した考え方はない。また、グラフィックエディタで

は、ボックス間を結ぶラインは、方向が同じものは１本だけしか定義されない。この点が

STELLA と最も大きな違いであるが、これはライン間に節点と呼ばれるボックスを１つ挟

むことで解決した。この節点は、KJ 法の描画の際に導入したもので、コピーや印刷の際に

は表示されないので、うまく工夫すると描画から消し去ることもできる。 

システムダイナミクスを取り扱う際の、グラフィックエディタでのボックスは、ストック、

バルブ、コンバータであり、ラインは、フロー（直線矢印）とコントロール（左右円弧矢印）

である。ボックスにおけるデータは、数値や数式の形で、ボックスの value の中に保存さ

れる。数式の表示では、ファイルデータや 𝑛 期前のデータなどの参照が可能である。 

 

8.2 プログラムの利用法 

メニュー［分析－ＯＲ－システムダイナミクス］を選択すると、図 1 のようなシステム

ダイナミクス実行画面が表示される。 

 

図 1 システムダイナミクス実行画面 
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最初にこの画面で「グラフィックエディタ」ボタンをクリックして、図 2 のグラフィッ

クエディタ画面を表示する。 

 

図 2 グラフィックエディタ画面 

描かれた図は金利収入による預金の増加モデルである[1]。預金は「ストック」と呼ばれる貯

蔵庫、金利は「コンバータ」と呼ばれる影響を表す記号、金利収入は「バルブ」と呼ばれる

制御機能を表す記号で表示されている。金利収入から預金への直線は「フロー」と呼ばれ、

ものの流れ（この場合は金銭の流れ）を表している。バルブはこのフローを制御している。

金利から金利収入、または預金から金利収入への円弧は「コントロール」と呼ばれ、コンバ

ータやストックから金利収入への影響を表している。図の中では、金利から金利収入への円

弧は「左円矢」、預金から金利収入へは「右円矢」を利用している。二つの円形のラインは

進行方向左側の円孤か、右側の円孤かの違いだけで同じものであり、見た目にバランスの取

れた方を利用すればよい。 

ボックス名の入力はボックスをダブルクリックし、数値や数式を表す value の設定は右

クリックで入力する。図 2 では、金利の value は「0.01」、金利収入の value は「金利*預

金」、預金の value は初期値の 10（万円）に設定している。 

グラフィックエディタメニュー［表示－ボックス値表示[ON/OFF]］で表示のモードを切

り替えると、図 3 のようにボックスの上の value 値を非表示にすることができる。 

 

図 3 ボックス値非表示モード 

できたデータは、「グリッド出力」ボタンをクリックしてグリッドエディタに保存するこ

とができる。分析の実行は、「グラフィックから」、「グリッドから」ラジオボタンで、グラ
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フィックデータを直接利用するか、保存したグリッドデータを利用するか選択する。通常は

「グラフィックから」にしておき、必要に応じてグリッドエディタに保存する。新規の場合

やデータの構造を変えた場合は、「読込」ボタンでプログラム中にデータを読み込み、「表示」

コンボボックスで、出力するデータを選択し、「実行」ボタンをクリックする。データの構

造を変えず、value のみ変更した場合は、そのまま「実行」ボタンをクリックしてもよい。

「表示」コンボボックスで預金を選んだ実行結果を図 4 に示す。 

 

図 4 預金表示結果 

数式や数値の評価で、コンバータとバルブはその時点で計算を行うが、ストックに関して

は、常に 1 期前のデータを参照している。 

金利を、0.01, 0.02, 0.03 と変えた場合の比較は、value を変更しながら、実行画面下の「追

加」ラジオボタンを選択してグラフを描画する。その結果を図 5 に示す。ここで凡例は変

更してある。 

 

図 5 金利を変化させた試行 

「関係確認」ボタンをクリックすると、図 6 のようなボックス間の関係がまとめて表示さ

れる。資料などに使用する際に利用する。 
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コンバータ：金利（0.01） 

 入力 << なし 

 出力 >> 金利収入 

 

バルブ  ：金利収入（金利*預金） 

 入力 << 金利, 預金 

 出力 >> 預金（フロー） 

 

ストック ：預金（10） 

 入力 << 金利収入（フロー） 

 出力 >> 金利収入 

図 6 ボックス間の関係 

次にアルコールの吸収・排出問題の例である[1]。図 7a にグラフィックエディタの画面、

図 7b にそれをコピーしたものを示す。 

 

図 7a グラフィックエディタ画面 

   

図 7b グラフィックデータのコピー 

これは胃からバルブ b1 に、血中からバルブ b2 に、フローとコントロールの２本のライ

ンが入る例であるが、グラフィックエディタの仕様から、同じボックス間に同方向の複数の

ラインを引くことができず、間にグラフィックエディタの左側にボタンのある「節点」を入

れている。節点はコピー画像では消えている。しかし、この節点が気になる場合は、図 8a

のようにボックスの内部に節点を持って行く。コピーすると図 8b のようにあたかも節点が

なかったかのように見える。 
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図 8a グラフィックエディタ画面 

 

図 8b グラフィックデータのコピー 

図 9 に value 値を表示したグラフィックデータ、図 10 に「実行時間」を 100、「目盛間

隔」を 10 とした実行結果を示す（見易いように、排出率の値は参考文献と変えてある）。

節点があっても、それについての設定は不要である。 

 

図 9 value 値付きグラフィックデータ 

     

図 10 実行結果 
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次にファイルのデータを利用する在庫管理問題の例を考える。図 11 がそのモデル画面で

ある。ファイルのデータは出庫データで、このモデルのデータが入っているファイルの 1

ページ目に図 12 のように含まれている。 

 

図 11 ファイルデータを利用した在庫の変化（p2） 

 

 

図 12 出庫データ 

入庫量は常に 100、入庫は 5 日ごとにする。バルブ b1 の式「入庫*pulse(count%5)」の

count 変数は経過回数で 1 から始まる。「count%5」は count を 5 で割った余りを表す。

pulse(x) 関数は、x=0 のとき 1、その他のとき 0 の値を持つ。これを文章で表すと、「時間

を 5 で割った余りが 0 のときだけ、入庫(100)で表わされる値を在庫ストックに送り込む」

ということになる。出庫コンバータの式「$出庫１」で、変数名の先頭に付いた$マークは、

分析メニューの「データページ」テキストボックスで与えたページにあるデータを参照する

ことを意味する。変数名は「出庫１」であり、経過時間 t に t 行目のデータを参照する。

在庫量のシミュレーション結果を図 13 に示す。 

 

図 13 在庫量シミュレーション結果 

グラフ画面のメニュー［設定－データポイント[ON/OFF]］で、データ点は消してある。 
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次は平均 20、標準偏差 5 の正規出庫の場合の、定期発注方式のシミュレーションである。

図 14 にモデルを示す。 

 

図 14 乱数出庫の定期発注方式（p5） 

出庫は「20+5*nrnd」で表わされるが、「nrnd」は標準正規乱数であるので、出庫は平均

20、標準偏差 5 の正規乱数データとなる。入庫は 10 日ごとに発生するように pulse( ) 関数

を用いて設定されているが、その大きさは、最大在庫 311 から現在の在庫の量を引いたも

のである。但し、在庫納入はバルブ b1 によって、入庫発生から 3 日後となる。b1 の式「入

庫#3」は 3 日前の入庫データを参照することを意味する。ストックはその 1 日前の値を用

いるので、この式の在庫は 4 日前の値である。そのため、入庫のリードタイムは 4 日と解

釈される。在庫量のシミュレーション結果を図 15 に示す。 

 

図 15 在庫量シミュレーション結果 

乱数は、図 1 のメニューにあるように、Seed を決めて、同じ乱数系列を発生させること

も、自動的にSeedを決めて毎回違う乱数系列にすることもできる。メニューの実行回数は、

今後拡張するモンテカルロシミュレーション用に作った部分であるが、現在はまだ使用して

いない。 

定量発注方式の表現は、定期発注方式より少し複雑である。在庫が発注点在庫（96）よ

り少なくなった時点で発注するので、図 16 の入庫コンバータのような複雑な式になる。

theta(x) 関数はx ≥ 0 のとき 1、x < 0 のとき 0 となる関数である。pulse( ) 関数と合わせ

て使うと、条件文などが表現できるようになる。図 17 に定量発注方式の在庫量シミュレー

ション結果を示す。 
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図 16 乱数出庫の定量発注方式（p4） 

 

図 17 在庫量シミュレーション結果 

 

これまではストックに上限や下限はなかったが、新しくこれを設定できるようにした。例

えば、ストックの値として、100;0;200 のように、セミコロンで区切ると、初期値 100、下

限 0、上限 200 となる。また、100;0; や 100;;200 のように、上限や下限を略すとその部

分の制約は付かなくなる。この制約は現在のバージョンでは、単独のバルブを介する場合の

ストック間に有効で、１つのストックに複数のバルブが繋がった場合の制御はまだ完全では

ない。図 18 と図 19 に最も簡単な制約付きストックの例を示す。 

 
図 18 制約付きストック 
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図 19 制約付きストックシミュレーション結果 

 

次に常微分方程式の解法についてプログラムを書き直した。以下の常微分方程式につい

て、システムダイナミクスのプログラムで解くことを考える。 

sin( )dy dt y t= − +  

初期条件： 0t = において 5y =  

システムダイナミクスのダイアグラムは通常図 20で表す。 

 

図 20 微分方程式（オイラー法） 

ここで、「dt」は分析メニューに含まれる「刻み幅」で、利用者が設定する。また、「time」

はそれまでの経過時間である。この方法は、オイラー法と呼ばれる解法である。結果を、

図 21 に示す。 

  

図 21 微分方程式の解（オイラー法） 

ここでは、実行メニューの「処理回数」1000、「刻み幅」0.01、「描画間隔」10、「点間隔」

5、「目盛間隔」10 に設定してある。ここで、点間隔と目盛間隔は、処理回数と描画間隔で
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与えた描画点の数 1000÷10=100 の中での間隔である。 

さて、通常の常微分方程式の解法では、ルンゲ・クッタ法がよく利用される。C.Analysis

の常微分方程式のプログラムでもルンゲ・クッタ法を利用している。そのため、システム

ダイナミクスでもルンゲ・クッタ法を用いることを考えてみた。それが図 22の方法である。 

 

図 22 微分方程式の解（ルンゲ・クッタ法） 

ここで、rk4[-D1+sin(time)|D1]が、図 20 の(-D1+sin(time))*dt の代わりである。どの変

数が微分されているかをはっきりさせるために、「|D1」の部分が必要である。「|」より左

に微分されている変数が含まれない場合は、特に加える必要はない。実際動かしてみると、

文字列処理が増えるため多少計算時間がかかるが、1000 回の処理で 2 秒弱であった。もち

ろん通常のルンゲ・クッタ法の常微分方程式のプログラムに比べて時間はかかるが、複雑

な処理もできる可能性があるため、少し期待できるのではないかと思う。 

 

参考文献 

[1] シミュレーションによるシステムダイナミックス入門, 土金達男, 東京電機大学出版局, 

2005. 
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９．不良品診断（以降解答未） 

 ここでは不良品の発生に関する２つのプログラムを紹介する。1 つは不良率診断について

のプログラムで、2 項分布を使った正確な適合度検定を使い易くしたプログラムである。こ

れは過去の実績から、新しい不良品の発生頻度の確率を求めるものである。もう一つは、抜

き取り検査についてのプログラムである。抜き取り検査は多数のロットの中から、サンプル

を取り出し、その中の不良品数でロットの合否を決めるものである。プログラムは、サンプ

ル数、合格判定数、ロット中の不良品率、ロットの合格率のうちから、3 つのデータを指定

し、残りの 1 つを計算する機能と OC 曲線を描く機能を持つ。 

 

9.1 不良率診断 

 不良品の発生確率を過去の実績から求めることは生産ラインの異常を知る上で重要であ

る。発生確率が小さい場合、発生は偶然とは考えられない。 

例えばこれまで不良品の発生確率が p であったとする。これが今回の観測では N 個中n

個であったとする。この事象の起こる確率P は、通常の検定では自由度 1 のχ2 分布の性質

を使った以下の式を利用する。 

2 2
2

1

( ) ( )
( )

(1 )

n pN n pN
P

pN p N


− −
= +

−
    (1) 

しかし、これは p と n が、ある程度大きい場合の近似式で不良品の発生などの少ない発生

件数では使えない。正確な計算を行うには以下の 2 項分布の式を利用する。 

(1 )
N

i N i

N i

i n

P C p p −

=

= −      (2) 

プログラムでは、(2)式を使って計算している。 

 メニュー［分析－ＯＲ－品質管理－不良品診断］を選択すると図 1 に示す分析実行画面

が表示される。データの入力方法は「ファイルから一括処理」と「入力データから」を選択

でき、データの種類は「過去発生数から」と「過去発生率から」を選択できる。図 1 の左

がファイルからで、右が入力データからの処理である。 

  

図 1 不良率診断の分析実行画面 
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 例えば右の図のように、「データ」テキストボックスに、データを入力し、「分析実行」ボ

タンをクリックすると図 2 のような結果が表示される。 

 

図 2 出力結果 

 データファイルの形式は図 3 のように、過去の個数、過去の不良品数、今回の個数、今

回の不良品数を商品ごとに並べて入力する。過去の不良品率の場合は、過去の個数と不良品

数の代わりにそれだけがあればよい。 

 

図 3 データファイル形式 

 分析実行メニューで図 4 のように変数を選んで、「ファイルから一括処理」ラジオボタン

を選択し、「分析実行」ボタンをクリックすると、図 5 のような結果が表示される。 

 

 

図 4 分析実行画面（ファイルの変数選択） 

 

図 5 ファイルから一括処理の出力結果 

 

9.2 抜き取り検査 

 抜き取り検査は、大きさ N 個のロットの中からn 個のサンプルを取り出して、その中に
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含まれる不良品の数が c 個以下ならそのロットは合格、それより多い場合はそのロットを不

合格にする品質検査の手法である。今このロットの中に確率 p で不良品が含まれていると

き、サンプルの中から不良品が x 個見つかる確率 ( )p x は以下の超幾何分布の確率で与えら

れる。 

(1 )
( )

pN x p N n x

N n

C C
p x

C

− −
=  

特に N nで、ロットの中から取り出す個数の減少の影響を考慮しなくても良い場合、確

率 ( )p x は以下の 2 項分布の確率で与えられる。 

( ) (1 )x n x

n xP x C p p −= −   

これより、ロットが合格する確率P は以下となる。 

0

( )
c

x

P p x
=

=  

 メニュー「分析－ＯＲ－品質管理－抜き取り検査」を選択すると、図 6 のような分析実

行画面が表示される。ここで「ロットサイズ利用」チェックボックスを選択すると、超幾何

分布を用いて計算する。 

 

図 6 抜き取り検査の分析実行画面 

 上の 4 つのテキストボックスは、そのうちのどれかを空欄にして、その下にある「計算」

ボタンをクリックすると計算結果で空欄を埋めてくれる。例えばこの状態で、「ロット合格

率」を空欄にして、「計算」ボタンをクリックすると、計算結果の 0.7358 でテキストボッ

クスが埋まる。また、「ロット合格率」を 0.9 にして、「サンプル数」を空欄にして「計算」

ボタンをクリックすると、「サンプル数」で 11 という答えが表示される。 

この結果は図 7 に示す。 
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図 7 ３つの条件で他の条件を決める方法 

 メニューの条件で、不良品率を変化させた場合のロット合格率の変化を見たいときは、図

7 の設定で「グラフ」ボタンをクリックすると、図 8 のような結果が表示される。 

 

図 8 不良品率の変化によるロット合格率の変化 

さらに不良品許容数を 0,1,2,3 と変化させたいときは、「不良品許容数」にカンマ区切りで

このまま入力し、「グラフ」ボタンをクリックする。結果は図 9 のように表示される。 

 

図 9 不良品許容数を変化させたロット合格率の変化 

 同じ設定で、ロット合格率と不良率を逆にすると図 10 のような結果になる。 
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図 10 ロット合格率の変化による不良率の変化 

 

問題１（不良品診断） 

不良品発生頻度に以下の表データ（品質管理（不良率診断）.txt）が与えられた。 

 過去個数 過去 Claim 今年個数 今年 Claim 

A 1000 5 200 4 

B 2000 7 300 5 

C 3000 8 500 2 

このデータを用いて以下の問いに答えよ。 

１）今年の発生確率とその起きる確率である検定確率を求めよ。 

 今年発生率 検定確率 

A   

B   

C   

２）有意水準を 5%と 1%としたときどのように判断するか。 

 5% 1% 

A 正常・異常 正常・異常 

B 正常・異常 正常・異常 

C 正常・異常 正常・異常 

 

問題２（抜き取り検査） 

ロットからの抜き取り検査で、ロット内の製品数 N、ロット内製品の不良品率 p、取り出す

サンプル数 n、不良品許容数 d、その際のロット合格率 Q がそれぞれ以下のように与えられ

るとき、問いに答えよ。 

 

ロット内の製品数が十分多いとする場合（2 項分布） 
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１）不良品率 0.05、サンプル数 20、不良品許容数 1 のとき、ロット合格率はいくらになる

か。ロット合格率［      ］ 

２）ロット合格率 0.9、サンプル数 20、不良品許容数 1 のとき、ロット内製品の不良品率

はいくらか。不良品率［      ］ 

３）ロット合格率 0.9、サンプル数 20 で、不良品率を 0.05 以下にしたいとき、不良品許容

数をいくつ以下にすればよいか。 

不良品許容数を［      ］以下にする。 

４）ロット合格率 0.9、不良品許容数 1 で、不良品率を 0.05 以下にしたいとき、サンプル

数をいくつ以上にすればよいか。 

サンプル数を［      ］以上にする。 

 

ロット内製品数を 100 にする場合（超幾何分布） 

５）不良品率 0.10、サンプル数 10、不良品許容数 1 のとき、ロット合格率はいくらになる

か。ロット合格率［      ］ 

６）ロット合格率 0.95、サンプル数 10、不良品許容数 1 のとき、ロット内製品の不良品率

はいくらか。不良品率［      ］ 

７）ロット合格率 0.95、サンプル数 10 で、不良品率を 0.1 以下にしたいとき、不良品許容

数をいくつ以下にすればよいか。 

  不良品許容数を［      ］以下にする。 

８）ロット合格率 0.95、不良品許容数 1 で、不良品率を 0.1 以下にしたいとき、サンプル

数をいくつ以上にすればよいか。 

サンプル数を［      ］以上にする。 

注）不良品許容数は通常合格判定個数と呼ばれます。不良品率は不適合率とも呼ばれます。 

もう一度、ロット内の製品数が十分多いとする場合（2 項分布） 

９）サンプル数 20、不良品許容数 1 として、不良品率を変化させたとき、ロット合格率は

どのように変化するか。グラフで求めよ。 

 

10）サンプル数 20、不良品許容数 0, 1, 2, 3 として、不良品率を変化させたとき、ロット合

格率はどのように変化するか。グラフで求めよ。 
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11）サンプル数 20、不良品許容数 1 として、ロット合格率を変化させたとき、不良品率は

どのように変化するか。グラフで求めよ。 

 

 

問題１解答（不良品診断） 

１）今年の発生確率とその起きる確率である検定確率を求めよ。 

 今年発生率 検定確率 

A 0.0200 0.0187 

B 0.0167 0.0044 

C 0.0040 0.3851 

２）有意水準を 5%と 1%としたときどのように判断するか。 

 5% 1% 

A 正常・異常 正常・異常 

B 正常・異常 正常・異常 

C 正常・異常 正常・異常 

 

問題２（抜き取り検査） 

ロット内の製品数が十分多いとする場合（2 項分布） 

１）不良品率 0.05、サンプル数 20、不良品許容数 1 のとき、ロット合格率はいくらになる

か。ロット合格率［ 0.7358 ］ 

２）ロット合格率 0.9、サンプル数 20、不良品許容数 1 のとき、ロット内製品の不良品率

はいくらか。不良品率［ 0.0269 ］ 

３）ロット合格率 0.9、サンプル数 20 で、不良品率を 0.05 以下にしたいとき、不良品許容

数をいくつ以下にすればよいか。 

不良品許容数を［ 1 ］以下にする。 

４）ロット合格率 0.9、不良品許容数 1 で、不良品率を 0.05 以下にしたいとき、サンプル

数をいくつ以上にすればよいか。 

サンプル数を［ 11 ］以上にする。 
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ロット内製品数を 100 にする場合（超幾何分布） 

５）不良品率 0.10、サンプル数 10、不良品許容数 1 のとき、ロット合格率はいくらになる

か。ロット合格率［ 0.7385 ］ 

６）ロット合格率 0.95、サンプル数 10、不良品許容数 1 のとき、ロット内製品の不良品率

はいくらか。不良品率［ 0.0450 ］ 

７）ロット合格率 0.95、サンプル数 10 で、不良品率を 0.1 以下にしたいとき、不良品許容

数をいくつ以下にすればよいか。 

  不良品許容数を［ 2 ］以下にする。 

８）ロット合格率 0.95、不良品許容数 1 で、不良品率を 0.1 以下にしたいとき、サンプル

数をいくつ以上にすればよいか。 

サンプル数を［ 5 ］以上にする。 

 

もう一度、ロット内の製品数が十分多いとする場合（2 項分布） 

９）サンプル数 20、不良品許容数 1 として、不良品率を変化させたとき、ロット合格率は

どのように変化するか。グラフで求めよ。 

 
10）サンプル数 20、不良品許容数 0, 1, 2, 3 として、不良品率を変化させたとき、ロット合

格率はどのように変化するか。グラフで求めよ。 

 
11）サンプル数 20、不良品許容数 1 として、ロット合格率を変化させたとき、不良品率は

どのように変化するか。グラフで求めよ。 
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１０．パラメータ設計 

10.1 パラメータ設計とは 

装置からの出力は、人が制御できる制御因子と制御できない誤差因子に影響され、理想値

からのずれが生じる。パラメータ設計とは、データの誤差因子の影響を抑え、理想値に近い

観測値が得られるよう直交表と呼ばれる組み合わせ表を用いて制御因子を調整する手法で

ある。パラメータ設計には以下に示す動特性と静特性がある。 

動特性：入力に対して理想的な出力を定義する場合（例えば y M= ） 

静特性：出力値をある理想的な値（ある値、ゼロ、大きな値など）に近づける場合 

評価に用いる指標としては以下のようなものを考える。 

SN 比  測定誤差の分散に対する有効な信号の変化の大きさに関係する値。大きい値

を取るほど良い。10×対数スケールを用いる。 

感度 S  有効な信号の変化の大きさに関係する量。問題により、大きい方、目標値な

った方、小さい方がよいなど様々。10×対数スケールを用いる。 

他の影響を排除したある制御因子の各水準の SN 比は？ → SN 比補助表 

他の影響を排除したある制御因子の各水準の感度は？  → 感度補助表 

 

10.2 プログラムの利用法 

 パラメータ設計のデータは図 1 のように、左の直交表の部分と右の実験結果の部分に分

けられる。 

 

図 1 パラメータ設計のデータ 

ここでは、制御因子が A～H の 8 種類、信号因子が 3 種類、誤差因子が 2 種類である。信

号因子と誤差因子の部分の変数名には信号因子の数値が与えられている。 

 メニュー［分析－OR－品質管理－パラメータ設計］を選択すると図 2 のような分析メニ

ューが表示される。 
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図 2 パラメータ設計分析メニュー 

パラメータ設定には動特性と静特性の 2 種類あるが、今回は動特性のみについて紹介する。

まずメニュー中にある、「制御因子数」、「信号水準数」、「誤差水準数」の値を入力する。こ

の例題の場合、デフォルトの数値がそのまま利用できる。次に「変数選択」ボタンですべて

の変数を選択する。現在の例では直交表が付いているが、単純に SN 比と感度のみを求める

場合には、直交表を省略したデータを用いることもできる。その際には「直交表なし」チェ

ックボックスにチェックを入れておく。 

 「SN 比・感度」ボタンをクリックすると、図 3 の計算結果が表示される。 

 

図 3 各実験の SN 比・感度 

ここでは各実験に対して、単純に SN 比と感度を求めて表示している。 

 直交表を使った SN 比の補助表は「補助表（SN 比）」ボタンをクリックすることで図 4

のように与えられる。感度の補助表については「補助表（感度）」ボタンをクリックして得

られる。 

 

図 4 補助表（SN 比） 

ここで制御因子 A は 2 水準であるから、空白が１つできている。 

 補助表をグラフにした図は「グラフ（SN 比）」ボタンをクリックして表示される。描画

結果を図 5 に示す。 



パラメータ設計／ＯＲ 

21 

 

 

図 5 補助表のグラフ（SN 比） 

図 4 と図 5 に対する感度の補助表とグラフは、それぞれ図 6 と図 7 で与えられる。 

 

図 6 補助表（感度） 

 

図 7 補助表のグラフ（感度） 

 SN 比の補助表やグラフを使った最適条件は「設定」ボタンをクリックすることでメニュ

ー上の最適条件の部分に図 8 のように表示される。 

 

図 8 SN 比の最適条件の設定 

 比較条件で現在の実験から得られるデータの値を求めることができるが、最適条件との比

較も可能である。これらの数値は「最適比較」ボタンで得ることができる。表示結果を図 9

に示す。最適条件の制御因子の組み合わせを変えることで結果を手動で訂正することもでき
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る。 

 

図 9 最適条件と比較条件 

 これらの最適条件と比較条件を実験で再現し、結果を得て、それをデータに追加する。当

然その部分の直交表は空白になっているが、そのまま「再現性確認」ボタンをクリックする

と図 10 に示す再現性確認表が得られる。 

 

図 10 再現性確認表 

 

問題１ 動特性のパラメータ設計 

パラメータ設計 1.txt の 2 頁目のデータを用いて以下の問いに答えよ。 

１）2 分類の制御因子が 1 つ、3 分類の制御因子が 7 つの場合の直交表がデータで与えたよ

うになることを確認せよ。 

２）最初の 3 つの実験の SN 比と感度を求めよ。 

 SN 比 感度 

1   

2   

3   

３）他の因子の影響を排除した制御因子 A の 2 つの水準の SN 比の値を求めよ。（補助表） 

  水準 1［      ］ 水準 2［      ］ 

４）他の因子の影響を排除した制御因子 A の 2 つの水準の感度の値を求めよ。（補助表） 

  水準 1［      ］ 水準 2［      ］ 

５）SN 比の補助表による以下の要因効果図を表示せよ。最も変化の大きい制御因子は何か。 

制御因子［   ］ 
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６）最も SN 比の良い制御因子の番号を書け。 

  A［  ］B［  ］C［  ］D［  ］E［  ］F［  ］G［  ］H［  ］ 

７）SN 比の平均と最適値を求めよ。また最適値のときの感度を求めよ。 

  平均［     ］  最適値［     ］  感度［     ］ 

８）現状で制御因子がすべて 2 の場合、SN 比と感度を求めよ。 

  SN 比［     ］  感度［     ］ 

９）最適値と現状との差を示せ。 

  SN 比［     ］  感度［     ］ 

10）制御因子をすべて最適値及び指定値にそろえて SN 比と感度の再現性を調べたところ、

グリッドエディタの下から 2 行の数値になった。実験値に対する SN 比と感度を最適

条件、比較条件、利得に分けて求めよ。 

 SN 比実験値 感度実験値 

最適条件   

比較条件   

利得   

11）最適条件で与えた感度実験値の値-0.962 を 0（β=1）に変更するように設定したい。

SN 値があまり大きく変化せず、感度が比較的大きく変化する制御因子として F に注目

し、最適条件の 2 を 1 に変えた（これで感度の値は 0 に近づくはずである）。実験値か

ら予想される SN 比と感度の変更された最適条件の値を求めよ。 

 SN 比実験値 感度実験値 

最適条件   

 

問題２ 静特性のパラメータ設計 

パラメータ設計 2.txt のデータを用いて一般の望目特性（出力が安定していることが良い）

として以下の問いに答えよ。（注：2),3),4）について Excel 解答の実験 4 が抜けている。） 

１）最初の 3 つの実験の SN 比と感度を求めよ。（信号水準１，誤差水準 2） 

 SN 比 感度 

1   

2   

3   

２）他の因子の影響を排除した制御因子 B の 3 つの水準の SN 比の値を求めよ。（補助表） 

  水準 1［    ］ 水準 2［    ］ 水準 3［    ］ 

３）他の因子の影響を排除した制御因子 B の 3 つの水準の感度の値を求めよ。（補助表） 

  水準 1［    ］ 水準 2［    ］ 水準 3［    ］ 
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４）SN 比の補助表による以下の要因効果図を表示せよ。最も変化の大きい制御因子は何か。 

 制御因子［  ］ 

５）設定条件があり、決まっているところもあるが、最適な制御因子の番号を埋めよ。 

  A［ ２ ］B［ ３ ］C［  ］D［ ２ ］E［  ］F［  ］G［  ］H［ ２ ］ 

６）SN 比の平均と最適値を求めよ。また最適値のときの感度を求めよ。 

  平均［     ］  最適値［     ］  感度［     ］ 

７）現状で制御因子が A1B1C1D1E2F2G2H2 の場合、SN 比と感度を求めよ。 

  SN 比［     ］  感度［     ］ 

８）最適値と現状との差を示せ。 

  SN 比［     ］  感度［     ］ 

 

問題１解答 動特性のパラメータ設計 

２）最初の 3 つの実験の SN 比と感度を求めよ。 

 SN 比 感度 

1 26.534 -5.730 

2 28.258 -4.239 

3 23.149 -3.516 

３）他の因子の影響を排除した制御因子 A の 2 つの水準の SN 比の値を求めよ。（補助表） 

  水準 1［ 27.494 ］ 水準 2［ 23.169 ］ 

４）他の因子の影響を排除した制御因子 A の 2 つの水準の感度の値を求めよ。（補助表） 

  水準 1［-4.515 ］ 水準 2［ -3.975 ］ 

５）SN 比の補助表による以下の要因効果図を表示せよ。最も変化の大きい制御因子は何か。 

制御因子［ C ］ 

６）最も SN 比の良い制御因子の番号を書け。 

  A［ 1 ］B［ 3 ］C［ 1 ］D［ 3 ］E［ 1 ］F［ 2 ］G［ 1 ］H［ 2 ］ 

７）SN 比の平均と最適値を求めよ。また最適値のときの感度を求めよ。 

  平均［ 25.332 ］  最適値［ 42.254 ］  感度［ -2.206 ］ 

８）現状で制御因子がすべて 2 の場合、SN 比と感度を求めよ。 

  SN 比［ 23.076 ］  感度［ -4.516 ］ 

９）最適値と現状との差を示せ。 

  SN 比［ 19.178 ］  感度［ 2.310 ］ 

10）制御因子をすべて最適値及び指定値にそろえて SN 比と感度の再現性を調べたところ、

グリッドエディタの下から 2 行の数値になった。実験値に対する SN 比と感度を最適

条件、比較条件、利得に分けて求めよ。 
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 SN 比実験値 感度実験値 

最適条件 44.369 -0.962  

比較条件 26.177 -4.059 

利得 18.192 3.097 

11）最適条件で与えた感度実験値の値-0.962 を 0（β=1）に変更するように設定したい。

SN 値があまり大きく変化せず、感度が比較的大きく変化する制御因子として F に注目

し、最適条件の 2 を 1 に変えた（これで感度の値は 0 に近づくはずである）。実験値か

ら予想される SN 比と感度の変更された最適条件の値を求めよ。 

 SN 比実験値 感度実験値 

最適条件   

 

問題２解答 静特性のパラメータ設計 

パラメータ設計 2.txt のデータを用いて一般の望目特性（出力が安定していることが良い）

として以下の問いに答えよ。（注：2),3),4）について Excel 解答の実験 4 が抜けている。） 

１）最初の 3 つの実験の SN 比と感度を求めよ。（信号水準１，誤差水準 2） 

 SN 比 感度 

1 20.145 33.393 

2 20.928 29.739 

3 26.398 28.493 

２）他の因子の影響を排除した制御因子 B の 3 つの水準の SN 比の値を求めよ。（補助表） 

  水準 1［ 23.695 ］ 水準 2［ 24.693 ］ 水準 3［ 23.921 ］ 

３）他の因子の影響を排除した制御因子 B の 3 つの水準の感度の値を求めよ。（補助表） 

  水準 1［ 29.825 ］ 水準 2［ 30.941 ］ 水準 3［ 29.907 ］ 

４）SN 比の補助表による以下の要因効果図を表示せよ。最も変化の大きい制御因子は何か。 

制御因子［ E ］ 

５）設定条件があり、決まっているところもあるが、最適な制御因子の番号を埋めよ。 

  A［ ２ ］B［ ３ ］C［ 1 ］D［ ２ ］E［ 3 ］F［ 3 ］G［ 3 ］H［ ２ ］ 

６）SN 比の平均と最適値を求めよ。また最適値のときの感度を求めよ。 

  平均［ 24.103 ］  最適値［ 30.642 ］  感度［ 30.458 ］ 

７）現状で制御因子が A1B1C1D1E2F2G2H2 の場合、SN 比と感度を求めよ。 

  SN 比［ 22.642 ］  感度［ 29.537 ］ 

８）最適値と現状との差を示せ。 

  SN 比［ 8.000 ］  感度［ 0.921 ］ 

 

10.3 パラメータ設計の理論 

 ここではまずゼロ点比例式の動特性パラメータ設計について考えるが、その前に SN 比と

感度について、理論的な考察を加えておく。 

1 つの実験では、信号水準
jM （ 1, ,j p= ）と誤差水準N （ 1, ,n = ）によって、

表 1 のように pn個のデータ
jy  が得られる。誤差水準はできるだけ広く散らばるよう配慮

されるものとする。 

表 1 パラメータ設計におけるデータ 

1M  … pM  

1N  … nN  … 1N  … nN  
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11y  … 1ny  … 1py  … pny  

 

この実験についての、誤差水準 のゼロ比例式回帰直線を考える。実測値
jy 
についての

推定回帰式を
j jY b M = とすると、実測値との差の 2 乗和は以下となる。 

2 2

1 1

( ) ( )
p p

j j j j

j j

EV y Y y b M    
= =

= − = −   

これを最小とするには、 

1

2 ( ) 0
p

j j j

j

EV M y b M
b

  

 =


= − − =


  

として、以下を得る。 

2

1 1

p p

j j j

j j

L
b M y M

r


 

= =

= =  ，  ここに、
1

p

j j

j

L M y 
=

= ，
2

1

p

j

j

r M
=

=  

全体のゼロ比例式回帰直線については、推定回帰式を
j jY bM= とすると、実測値との差の

2 乗和は以下となる。 

2 2

1 1 1 1

( ) ( )
p pn n

j j j j

j j

EV y Y y bM 
 = = = =

= − = −   

これを最小とするには、 

1 1

2 ( ) 0
p n

j j j

j

EV M y bM
b


= =


= − − =


  

として、以下を得る。 

2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1p p pn n n n n

j j j j j

j j j

b M y M M y L b
nr nr n

   
    = = = = = = = =

= = = =      

 

次にデータの変動について考察する。まず、 0y = からの全体の変動 TS は以下となる。 

2

1 1

p n

T j

j

S y 
= =

=      自由度 pn  

また、 0y = からの全体の回帰変動 S は以下となる。 

2

2 2

1 1 1

1
( )

p n n

j

j

S bM nrb L
nr

 
 = = =

 
= = =  

 
    自由度 1（b のみ） 

これより、
2b S nr= となる。 

誤差水準 の回帰直線の全体の回帰直線からの変動
NS  は以下となる。 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

( ) ( )
p n n n n

N j j

j

S b M bM r b b r b nrb L r S     
   = = = = =

= − = − = − = −     

   自由度 1n −  束縛条件 
1

( ) 0
n

b b
=

− =  1 個 



パラメータ設計／ＯＲ 

27 

 

各点の誤差水準 の回帰直線からの変動 eS は以下となる。 

2 2

1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2

1

( ) [ ( ) ]

( ) 2

2 2( )

p pn n

e j j j j j

j j

p p p pn n n n

j j j j j

j j j j

n

T NB T NB NB T NB

S y b M y b b M bM

y b b M b M y b M

S S S L r S S S S S S S S

   
 

   
   

    


= = = =

= = = = = = = =

=

= − = − − −

= + − + −

= + + − = + + − + = − −

 

   



 

   自由度 pn n−  束縛条件 
1

( ) 0
p

j j j

j

M y b M 
=

− =  n 個 

各点の誤差水準 の回帰直線からの不偏分散 eV は、変動を自由度で割って以下となる。 

( )e eV S np n= −  

これが不偏分散となることはこの節の最後に詳しく説明する。 

ここまでの議論で、全変動 TS は、全体の回帰変動 S  、全体の回帰直線からの誤差水準

の回帰変動
NS  、各点の誤差水準 の回帰直線からの変動 eS  の和で以下のように表される

ことが分かった。 

T N eS S S S = + +  

 

各点の全体の回帰直線からの変動 NS は以下となる。 

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1

2 2

( ) 2

2

p p p pn n n

N j j j j j j

j j j j

T T N e

S y bM y nb M b y M

S nrb nrb S S S S

  
  

 

= = = = = = =

= − = + −

= + − = − = +

   
 

   自由度 1pn−  束縛条件 
1 1

( ) 0
p n

j j j

j

M y bM
= =

− =  

各点の全体の回帰直線からの不偏分散 NV は、変動を自由度で割って以下となる。 

( 1)N NV S pn= −  

これらを使って、SN 比と感度 S を定義する。SN 比は、測定誤差の分散
2 に対する有

効な信号の変化の大きさ
2 の比を用いて、また感度 S は

2 の値を用いて以下のように定

義される。 

SN 比：

2

10 2
10log





= ，  感度： 2

1010logS =  

実際の計算では
2 と

2 の値は不明であるので、これらの不偏推定量を用いて置き換える。 

SN 比： 10

( )
10log

e

N

S V nr

V




− 
=  

 
，  感度： 1010log ( )eS S V nr

 = −   

一般に SN 比は大きな値ほど、有効な信号を誤差の中から拾いやすくなり、良好な結果であ

る。また、感度は対象により、大きな値がよい場合、小さな値がよい場合、目標値がよい場

合など様々であるが、感度があまり変化しない制御因子を用いて SN 比を上げることを考え
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る場合もある。 

 

最後に、
2 の不偏推定量を求めておく。  

j j jy M   = + ， [ ] 0jE  = ， [ ] [ ]j j jjE V         =  

とすると、 

1 1 1

1 1 1
( )

p p p

j j j j j j j

j j j

b M y M M M
r r r

        
= = =

= = + = +    

より 

2
2

1 1 1 1

2

1 1 1

2

2 2

2
1 1 1 1

1 1 1

( ) ( )

1

1 2

1

p pn n

e j j j j j

j j

p pn

j j j j

j j

p p pn

j j j j j j j j

j j j

p pn

j j j j

j j

S M b M b M

M M
r

M M M M
r r

M M
r

     
 

 


   


 


   

 

   

 

= = = =

 

= = =

   

 = = = =

 

= = =

 = + − = − + 

 
= − + 

 

  
 = − + 
   

= −

 

 

  

 2

1 1

p n

j

j





= =

+ 

 

となり、 

  2

1 1 1 1 1

1
( ) ( )

p p pn n

e j j j j j

j j j

E S E M M np n V
r

  
 

    

= = = = =

 
= − + = − 

 
   (A1) 

また、 

2

1 1 1 1 1 1

1p p pn n n

j j j j j

j j j

b M y M M y
nr

 
  = = = = = =

= =    

より、 
2

2

2 2
1 1

2 2
1 1 1 1

2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1

1
( M )

1
( 2 )

1
2

p n

j j j

j

p pn n

j j j j j j j j

j j

p p pn n n

j j j j j

j j j

b M
n r

M M M M M
n r

n r nr M M
n r

 


     
 

  
  

 

     

    

= =

      

 = = = =

  

 = = = = = =

 
= + 

 

= + +

 
= + + 

 





 

 

であるから、 



パラメータ設計／ＯＲ 

29 

 

2 2 2 2

2 2
1 1 1 1 1 1

2

2 2
1 1 1 1

2

1
2

1
( )

1
( )

p p pn n n

j j j j j

j j j

p pn n

j j jj

j j

E b E n r nr M M
n r

M M V
n r

V
nr

  
  


 

    

   

 

  

 = = = = = =

  

 = = = =

 
  = + +  

 

= +

= +

 

  

よって、以下となる。 

2 2 1
[ ] ( )E b V

nr
 = −        (A2) 

(A2)と(A1)、及び 
2b S nr= の関係から、 

 2 1 1
( ) ( )e eE S E S np n E S V nr

nr nr
     = − − = −       (A3) 

すなわち、
2 の不偏推定量は ( )eS V nr − である。 

 同様の考え方で
2 の不偏推定量が ( 1)N NV S pn= − であることも示すことができる。 

 

 次に我々は SN 比を最大にする制御因子の最適設定について考える。制御因子 A, B, …に

ついて直交表を作ると、他の制御因子の影響をならした、１つの制御因子の影響を調べるこ

とができるようになる。表 2 に直交表を加えたデータを示す。 

 

表 2 パラメータ設計におけるデータ 

 A B … 
1M  … pM  

SN 比 感度 
1N  … nN  … N1 … Nn 

1 1 1 … 111y  … 11ny  … 1 1py  … 1pny  
1  1S  

2 1 1 … 211y  … 21ny  … 2 1py  … 2 pny  
2  2S  

： ： ： ： ： ： ： ： ： ： ： ： ： 

D 2 2 … 11dy  … 1d ny  … 1dpy  … dpny  
d  dS  

 

ここに SN 比と感度は上で述べた方法で求めて加えてあるものとする。直交表は、各制御因

子の同じ番号の行を見ると、他の制御因子について、すべての番号が同じ数だけ入っている

という特徴を持つ。 

例えば制御因子 A が k になる行について、SN 比及び感度の平均を取ったものをそれぞれ

A k = 、
A kS =

と書くとすると、SN 比の補助表は表 3 のようになる。感度の補助表も同様で

ある。 

表 3 SN 比の補助表 

制御因子 水準 1 … 水準 r  

A 1A =  … A r =  
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B 1B =  ： B r =
 

： ： … ： 

ここに水準の少ない制御因子の場合、その部分は空欄にしておく。 

 この補助表の SN 比の中で、制御因子ごとの水準値の最も大きな水準を並べたものを最適

条件といい、例えば A1B2C1D3…などと表す。我々のプログラムでは制御因子名は省略し

て番号だけで表している。この最適な水準のSN比を合計したものをSN比の最適値という。

感度についても SN 比の最適条件を用いて最適値を定義する。 

 これに対して現実の制御因子の設定を比較条件または現状条件という。この条件を用いて

SN 比を合計したものを SN 比の比較値または現状値という。感度についても同様である。

最適値と比較値の差は、今後の改善の可能性として検討すべき値である。 

 ここで述べた水準値は理論的な推測値である。この値が妥当なものかどうか、追実験をし

て検証しておかなければならない。また、現実的に考えて最適な制御条件が最良のものであ

るとは限らない。その際は、できるだけ SN 比の値を落とさず、感度で制御因子の調整を行

うこともある。 

 

参考文献 

[1] 井上清和・中野惠司他, 入門パラメータ設計, 日科技連出版社, 2008. 
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１１．オンライン品質工学 

11.1 オンライン品質工学とは 

 工場の生産ラインでは、目標特性の製品を作るために、品質特性値を計測し、ラインを調

整する。これらには時間と人手を要し、そこには費用が発生する。オンライン品質工学では、

品質を金額ベースで表し、最適な計測間隔と調整間隔を求め、現行の値と比較し、どの程度

の金額の削減につながるかを検討する。計算には以下の量を利用する。 

目的特性の規格値：m   

不良品損失： A（円），計測コスト：B （円），調整コスト：C （円） 

計測間隔：
0n （個），調整限界： 0D ，調整間隔：

0u （個），計測タイムラグ： l （個） 

バッチ処理の場合は、バッチ内標準偏差 ms  

全費用の最小化 

  
2 2

2

1

3 2

B C A D n D
L l

n u u

 + 
= + + + +   

   
 （円／個） 

  仮定 
2u D= （ .const = ） 

 

11.2 プログラムの利用法 

 メニュー［分析－ＯＲ－品質管理－オンライン品質工学］を選択すると図 1 に示す分析

画面が表示される。 

 

図 1 オンライン品質工学分析画面 

このまま「実行」ボタンをクリックすると、画面上で与えられた数値を使って、図 2 に示

す結果が表示される。 
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図 2 画面からの実行結果 

累積となっている部分は、メニューの「時間当たり生産数」と「時間」の値を使って全時間

で発生する回数と金額を計算している。例えば 1 日 8 時間稼働とすると「時間」を 8 にし

て、「時間当たり生産数」を 1 時間当たりの生産数にする。単位時間を 1 日にして、年間の

稼働日数を「時間」として設定してもよい。 

 現行のデータを複数与えて、最適解を求めるときには、ファイルからチェックボックスを

チェックして、変数選択して「実行」ボタンを押す。しかし、このプログラムは最適な結果

を出すだけでなく、徐々に最適な結果に近づけて行くときにも利用できる。この方法を参考

文献に従って問題形式で考えて行く。 

 オンライン品質工学 1.txt のファイルを開くと、図 3 のように現行のデータが入力されて

いる。 

 

図 3 変更用ファイルデータ 

 データは 1 品目についてだけであるが、このデータを変更しながら最適な結果に近づけ

て行く。 

質問１ 最適計測間隔と最適調整限界を求めて現行より、いくらの改善かを推定する。 

 この問題の解答の最後には簡単な金額計算をする必要があるので、メニュー画面には下に

簡単な電卓機能を付けておいた。 

 図 3 のデータで変数選択を「All」にして、「ファイルから」チェックボックスにチェック

を入れ、「実行」ボタンをクリックすると、図 4 のような結果が出る。 
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図 4 ファイルからの実行結果 

変数が現行と最適合わせて 4 つ表示されるのはすべての変数を選んでいるためで、変数を 1

つずつ追加で選択して行く必要がないように、データの「規格Δ」の値が空欄のときは、関

連する 2 列すべてを空欄になるように設定しているためである。もちろん他の列にデータ

があるときには、その列も計算する。 

 最適な結果が出ているので、その値を参考にして、現行の値を変更することができる。グ

リッドエディタ上で、現行の値を次の列にコピーして必要な部分を変更した結果を図 5 に

示す。 

 

図 5 現行値を変更した後のデータ 

これを元に計算した結果が図 6 である。 

 

図 6 現行値を変更した後の結果 
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 ここでは現行の総損失の差を見てみる。1 個当たりの改善は 1.4850 円、1 時間 300 個、1

年 2000 時間として 89.1 万円となる。これはメニューの「時間」のところを「2000」に変

えて出力すると、そのまま全時間の合計が計算されるので、差を見つけ易い。 

 工程能力指標 pC を見てみると現行 1.308、改善 1.832 となる。 

 最後に、計測に必要なマンパワーを求めてみよう。計測に 3 分、調整に平均 15 分かかる

とする。計測回数は 1 日 8 時間として、1 日当たり 12 回、時間は 12×3=36 分である。調

整回数は 1 日当たり 3.443 回、時間は約 3.443×15=47.9 分である。両方合わせて、約 82.9

分となる。そのため、1 日当たり 82.9/480=0.173 人必要である。 

 

 規格区間が[0, ] となる場合については、図 1 の「[0,Δ]」ラジオボタンを選択し、その

下の「中心」の位置を調整限界値の何倍に設定するかを決めて同じ処理を行うが、捜査は全

く同じなので、説明は省略する。 

 

問題１ 

オンライン品質工学 1.txt のデータを用いて以下の問いに答えよ。これには単位時間当たり

の生産数が含まれている。また、1 日当たりの就業時間を 8 時間とせよ。 

１）以下の値について現行値と最適値を求めよ。但し、最適値は少数でもよいとして、全費

用をできるだけ少なくすること。 

 現行 最適  現行 最適 

計測間隔 N   工程能力指数   

調整限界 D   RMS（σ）   

調整間隔 U   累積計測回数   

パラメータ λ   累積調整回数   

計測費/個   累積計測費   

調整費/個   累積調整費   

品質損失/個   累積品質損失   

総損失/個   累積総損失   

 

２）この結果より、計測間隔を 200、調整限界を 4 にする場合、調整間隔はいくらになるか。 

  
2u D= の関係式を用いて計算せよ。 ［      ］ 

３）新しい計測間隔、調整限界、調整間隔を入れて、新しいデータとして再計算して、新し

い現行値を求めよ。 

 新設定  新設定 

計測間隔 N  工程能力指数  

調整限界 D  RMS（σ）  

調整間隔 U  累積計測回数  
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パラメータ λ  累積調整回数  

計測費/個  累積計測費  

調整費/個  累積調整費  

品質損失/個  累積品質損失  

総損失/個  累積総損失  

４）現行と新しい設定とで、1 個当たりの総損失はどのように変化したか。 

  現行［      ］  新設定［      ］ 

５）現行と新しい設定とで、1 日当たりの総損失はどのように変化し、いくら改善されたか。 

  現行［      ］  新設定［      ］  改善／日［      ］ 

６）年間 2,000 時間（1 日８時間）として現行と新しい設定とで、1 年当たりの総損失はど

のように変化し、いくら改善されたか。改善額［      ］ 

 

問題２ 

 オンライン品質工学 2.txt のデータを用いて以下の問いに答えよ。1 日当たりの就業時間

を 8 時間とせよ。 

以下の値について現行値と最適値を求めよ。但し、最適値は少数でもよいとして、全費用を

できるだけ少なくすること。（時間当たりの製造数は 1 とする） 

 現行 最適  現行 最適 

計測間隔 N   工程能力指数   

調整限界 D   RMS（σ）   

調整間隔 U   累積計測回数   

パラメータ λ   累積調整回数   

計測費/個   累積計測費   

調整費/個   累積調整費   

品質損失/個   累積品質損失   

総損失/個   累積総損失   

 

特に問題があるのは、不良品損失を与える Aと品質損失を与える式
2u D= であろう。こ

れらが自由に設定できる機能は必要かもしれない。 

 

問題１解答 

１）以下の値について現行値と最適値を求めよ。但し、最適値は少数でもよいとして、全費

用をできるだけ少なくすること。 
 現行 最適  現行 最適 

計測間隔 N 600 201.246 工程能力指数 1.308 1.894 

調整限界 D 5 3.811 RMS（σ） 3.823 2.640 

調整間隔 U 1200 691.137 累積計測回数 4.000 11.926 
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パラメータ λ 48.000 48.000 累積調整回数 2.000 3.443 

計測費/個 0.250 0.745 累積計測費 600 1789 

調整費/個 1.000 1.721 累積調整費 2400 4131 

品質損失/個 5.196 2.478 累積品質損失 12471 5947 

総損失/個 6.446 4.944 累積総損失 15471 11867 

２）この結果より、計測間隔を 200、調整限界を 4 にする場合、調整間隔はいくらになるか。 

  
2u D= の関係式を用いて計算せよ。 ［ 768 ］ 

３）新しい計測間隔、調整限界、調整間隔を入れて、新しいデータとして再計算して、新し

い現行値を求めよ。 
 新設定  新設定 

計測間隔 N 200 工程能力指数 1.832 

調整限界 D 4 RMS（σ） 2.729 

調整間隔 U 768 累積計測回数 12.000 

パラメータ λ 48.000 累積調整回数 3.125 

計測費/個 0.750 累積計測費 1800 

調整費/個 1.563 累積調整費 3750 

品質損失/個 2.648 累積品質損失 6356 

総損失/個 4.961 累積総損失 11906 

４）現行と新しい設定とで、1 個当たりの総損失はどのように変化したか。 

  現行［ 6.446 ］  新設定［ 4.961 ］ 

５）現行と新しい設定とで、1 日当たりの総損失はどのように変化し、いくら改善されたか。 

  現行［ 15471 ］  新設定［ 11906 ］  改善／日［ 3565 ］ 

６）年間 2,000 時間（1 日８時間）として現行と新しい設定とで、1 年当たりの総損失はど

のように変化し、いくら改善されたか。改善額［ 891389 ］ 

 

問題２解答 

以下の値について現行値と最適値を求めよ。但し、最適値は少数でもよいとして、全費用

をできるだけ少なくすること。（時間当たりの製造数は 1 とする） 
 現行 最適  現行 最適 

計測間隔 N 1.000 0.445 工程能力指数 0.554 0.882 

調整限界 D 8.000 3.749 RMS（σ） 5.416 3.402 

調整間隔 U 16.000 3.514 累積計測回数 8.000 17.984 

パラメータ λ 0.250 0.250 累積調整回数 0.500 2.276 

計測費/個 777 1747 累積計測費 6216 13.974 

調整費/個 2021 9200 累積調整費 16166 73599 

品質損失/個 57593 22727 累積品質損失 460740 181815 

総損失/個 60390 33674 累積総損失 483122 269388 

 

11.3 オンライン品質工学の理論 

 工場の生産ラインでは、目標特性の製品を作るために、品質特性値を計測し、ラインを調

整する。これらには時間と人手を要し、そこには費用が発生する。オンライン品質工学では、

品質を金額ベースで表し、最適な計測間隔と調整間隔を求め、現行の値と比較し、どの程度

の金額の削減につながるかを検討する。 
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1) 目的特性の規格値が[ , ]−  の場合 

計算には以下の量を利用するが、規格値の中央値は 0 に設定している。特にどんな値で

もずらして考えればよい。 

不良品損失： A，計測コスト：B ，調整コスト：C  

計測間隔：n ，調整間隔：u ，調整限界：D，計測タイムラグ： l  

 製品１個当たりの計測コストはB n 、調整コストはC u である。また、製品１個当たり

の品質損失（品質水準）Qを以下のように与える[1]。 

2 2

2

1

3 2

A D n D
Q l

u

 + 
= + +   
   

 

ここに、最初の項は調整限界内のばらつき、次の項は問題があった計測時の調整限界を超え

た製品の予測個数と計測タイムラグによる計測が遅れた製品の個数である。この品質損失の

角括弧の中は誤差分散であり、その平方根を誤差標準偏差または RMS と呼ぶ。 

 ここで与えた計測調整コストと品質損失を足して、製品１個当たりの総損失 L は以下と

なる。 
2 2

2

1

3 2

B C A D n D
L l

n u u

 + 
= + + + +   

   
     (1) 

 後の考察のために、品質損失（品質水準）Q を、損失関数という考え方に基づいて、少

し補足的説明も加えて考えてみる。まず損失関数を以下と仮定する。 

2

2
( )

A
Q x x=


 

ここに係数は ( )Q A = となるように決めている。 

 今、損失を調整限界内損失（限界内損失と略す） inQ と調整限界外損失（限界外損失と略

す） outQ に分けて考える。 

 限界内損失のデータの確率分布を、範囲 D x D−   の一様分布と考えると、確率密度関

数は1 2D となる。そのため損失関数の期待値は以下となる。 

2
2 3

2 2 2

1

2 6 3

D D

in
DD

A A AD
Q x dx x

D D −−
 = = =     

 次に限界外損失について考える。n 個に 1 回の計測で管理外データが発見された場合、

残りの 1n − 個については計測されていないのでエラーがあるかどうか分からない。そのた

め確率を1 2として期待値をとると、( 1) 2n− となる。これと管理外データが発見された 1

個を足して、期待値は ( 1) 2n+ となる。また、これにタイムラグ l による調整の遅れで管理

外データが発生すると考えると、これらを合わせて、1 回の調整での管理外データの個数の

期待値 outn は以下となる。 

1

2
out

n
n l

+
= +  

 これが調整間隔u 個に 1 回起こるので、商品 1 個当たりの管理外データの発生確率 outp は
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以下となる。 

1 1

2

out
out

n n
p l

u u

+ 
= = + 

 
      (2) 

 管理外データの損失関数の値は x D= として、1 回につき
2 2AD  で与えられるので、商

品 1 個当たりの限界外損失 outQ は以下で与えられる。 

2

2

1

2
out

A n D
Q l

u

+ 
= + 
  

 

限界内損失と限界外損失を合わせて品質損失は以下となる。 
2 2

2

1

3 2
in out

A D n D
Q Q Q l

u

 + 
= + = + +   

   
    (3) 

これは、分散という考えから求めた結果と同じである。これに計測費用と調整費用を加えて

総費用は以下となる。 
2 2

2

1

3 2

B C A D n D
L l

n u u

 + 
= + + + +   

   
 

現行計測間隔を 0n ，現行調整限界を 0D ，現行調整間隔を 0u とすると、現行総損失 0L は

以下のようになる。 
2 2

0 0 0
0 2

0 0 0

1

3 2

D n DB C A
L l

n u u

 + 
= + + + +  

   
    (4) 

 

 次に、(4)式に基づく最適な総損失を求めてみよう。そのために、我々は
2u D= という

仮定を考える。パラメータは、現行の値を使って
2

0 0u D = で与えられる。この関係は

限界調整間隔を小さく設定すると、平均調整間隔も小さくする必要があるということに基づ

く。しかし、これには計算上の理由もある。(1)式にこの関係を代入すると以下となり、 
2

2 2

1 1

3 2

B C A D n
L l

n D 

 + 
= + + + +   

   
    (5) 

n と D とは和の項として分離され、極小化条件を求めるために微分した後、単独に解を求

めることが可能となる。他の関係では、解を求めるために、数値計算の必要が生じ、解析的

には困難となる。 

我々は(4)式をn とDとで微分して0とおき、最適計測間隔 n̂ と最適調整限界 D̂ を求める。

これらは以下のように与えられる。 

22
ˆ

B
n

A


=  ， 

1 4
23ˆ C

D
A

 
=  
 

     (6) 

これより、最適総損失 L̂は以下のようになる。 

2

22

ˆ ˆ 1 1ˆ
ˆˆ 3 2

B C A D n
L l

n D 

 + 
= + + + +  

   
    (7) 
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ここで、ハットの付いた量を含む式は 2u D= の仮定を入れていると考えてもらいたい。 

 

次に 2u D= の条件を外してその他の指標をみてみよう。誤差分散 2 は(1)式の[ ]の中で、

以下のように与えられる。 
2 2

2 1

3 2

D n D
l

u


+ 
= + + 

 
 

誤差の標準偏差を RMS と呼び、以下で与えられる。 

2 21

3 2

D n D
RMS l

u


+ 
= = + + 

 
     (8) 

また、規格値の範囲とこの標準偏差の 3 の範囲との比を工程能力指数 pC と呼び、精

度評価の１つの基準としている。 

2 2

2

1
6

3 2

pC
D n D

l
u


=

+ 
+ + 
 

      (9) 

 

 バッチ処理の場合には、 , ,A n u 等はバッチ単位の値として総損失等は計算される。計測

方法としてバッチ内のいくつかの製品についてサンプリング検査されるので、バッチ処理の

場合には計測のバッチ内分散
2

ms も考慮しなくてはならない。そのため、品質損失（品質水

準）Q  を以下のように考える。 

2 2
2

2

1

3 2
m

A D n D
Q l s

u

 + 
= + + +   
   

     (10) 

これに関連して、総損失 L  や RMS、工程能力指数 pC も変更を受ける。プログラムではバ

ッチ内分散の値が全体の分散の値に占める比率をバッチ内分散比率 Br として以下のように

与えている。 
2

2 2
21

3 2

B
B

m

s
r

D n D
l s

u

=
+ 

+ + + 
 

 

 

2) 目的特性の規格値が[0, ] の場合 

規格の下限値は 0 に設定している。特にどんな値でもずらして考えればよい。ここでは、

区間が正に限られた場合（製品によって負になる場合も含む）の損失関数を以下と考える。 

2

2
( )

A
Q x x=


 

 限界内損失のデータの確率分布を、範囲m D x m D−   + の一様分布と考えると、確率

密度関数は1 2D となる。そのため限界内損失関数の期待値は以下となる。 
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2 3 2 2

2 2 2

1
( 3 )

2 6 3

m D m D

in m Dm D

A A A
Q x dx x D m

D D

+ +

−−
 = = = +     

定数の考え方が異なるので注意を要するが、形式的には以前の結果に比べて 23m だけ追

加されている。 

限界外損失の場合の損失関数の値は以下となる。） 

内側（0 に近い側） 
2 2( ) ( )Q m D A m D− = −   

外側（0 から遠い側） 
2 2( ) ( )Q m D A m D+ = +   

平均的に内側と外側で、確率1 2で管理外データが発生すると考えると、1 節の outp を用い

て限界外損失 outQ は以下のようになる。 

  2 2

2

2 2

2

1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1

2

out out out

A
Q Q m D Q m D p m D m D p

A n D m
l

u

 = − + + = + + − 

+ + 
= + 
  

 

ここで値が 0 未満になることも考えられるが、これは廃棄になることはないと考えて、損

失関数がそのまま適用できると考える。廃棄になる場合は、それを見越して精度や中心の位

置を調整する必要がある。 

これより、品質損失は以下となる。 
2 2 2 2

2

3 1

3 2
in out

A D m n D m
Q Q Q l

u

 + + + 
= + = + +   

   
   (11) 

これに計測費用と調整費用を加えて総費用は以下となる。 
2 2 2 2

2

3 1

3 2

B C A D m n D m
L l

n u u

 + + + 
= + + + +   

   
   (12) 

 m が定数の場合（例えばに比例するとしても）、1 節で述べた、n とDとの和の項とし

ての独立性は得られず、(4)式の最小化のためには連立方程式の数値計算が必要になる。し

かし、m D= のように決めることができると、 
2 2 2 2

2

(1 3 ) 1 (1 )

3 2

B C A D n D
L l

n u u

  + + + 
= + + + +   

   
 

のようになり、前と同じ方法で計算が容易になる。 

 

 今、
2u D=  を仮定すると 

2 2 2

2 2

(1 3 ) 1 1

3 2

B C A D n
L l

n D

 

 

 + + + 
= + + + +   

   
   (13) 

我々は(4)式をn とDとで微分して 0 とおき、最適計測間隔 n̂ と最適調整限界 D̂ を求める

と、以下のように与えられる。 

2

2

2
ˆ

(1 )

B
n

A






=

+
 ， 

1 4
2

2

3ˆ
(1 3 )

C
D

A 

 
=  

+ 
    (14) 
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誤差分散 2 については、損失関数に関係なく、(1)式の[ ]の中で、以下のように与えられ

る。 
2 2

2 1

3 2

D n D
l

u


+ 
= + + 

 
 

誤差の標準偏差を RMS も同様である。 

2 21

3 2

D n D
RMS l

u


+ 
= = + + 

 
     (15) 

工程能力指数 pC については目的特性の範囲が異なるため、以下とする。 

2 21
6

3 2

pC
D n D

l
u


=

+ 
+ + 
 

      (16) 

 

 バッチ処理の場合には、前と同様に計測のバッチ内分散
2

ms も考慮して、品質損失（品質

水準）Qを以下のように考える。 

2 2 2 2
2

2

3 1

3 2
m

A D m n D m
Q l s

u

 + + + 
= + + +   
   

    (17) 

2u D= とm D= の仮定の元に総費用は以下となる。 
2 2 2

2

2 2

(1 3 ) 1 1

3 2
m

B C A D n
L l s

n D

 

 

 + + + 
= + + + + +   

   
  (18) 

バッチ内分散の値は定数として与えるので、(14)式で与えられる最適計測間隔 n̂ と最適調

整限界 D̂には変更がない。 
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１２．異常検知 

12.1 異常検知とは 

 製造現場における検査過程では多くのデータが測定されるが、正常なデータと異常なデー

タの迅速な選別は品質管理の上で非常に重要である。ここではその主要な理論について説明

し、それを実践するプログラムを紹介する。理論はデータが多変量正規分布に従うと仮定さ

れる場合とそうでない場合を扱う。データが多変量正規分布に従う場合、マハラノビス距離

の 2 乗を元にしたホテリングの t2 統計量に基づく判定法を用いる。また、多変量正規分布

に従わない場合は、確率的な解釈も可能な混合正規分布モデルを仮定する方法を用いている。

また、１次元データについては、ガンマ分布による異常検知の方法も加えている。 

 

12.2 プログラムの利用法 

 メニュー［分析－ＯＲ－品質管理－異常検知］を選択すると、図 1 のような分析実行画

面が表示される。 

 

図 1 異常検知の分析実行画面 

このプログラムでは、グリッドエディタに表示されているデータから、異常データを選別す

る「データクレンジング」機能と、別頁にある正常データを用いて、現在表示されているデ

ータの異常データを選別する「正常データとの比較」機能がある。後者の場合は、正常デー

タがどの頁にあるかを指定しなければならない。 

 分析には、（多変量）「正規分布からの検知」、（多変量）「混合正規分布からの検知」、「時

系列データの検知」、「入出力データの検知」がある。最初の「正規分布からの検知」は１つ

の正規分布からのデータのずれを検知するもので、マハラノビス距離を基にした手法である。

これは分布が限定されているが、多くのデータでほぼ正規分布の仮定が成り立つと考えられ

るので、利用範囲は広い。「混合正規分布からの検知」は、正規分布が仮定できない場合で、

しかもどのような分布になっているか予想が困難な場合に適用が可能である。これは、分布

を複数の正規分布の重ね合わせとして考えるモデルで、いくつの正規分布の重ね合わせて考

えると効果的かという判断も可能である。「時系列データの検知」では、最も実用的と思わ

れる「特異 SP 変換法」（特異スペクトル変換法）が利用できる。「入出力データの検知」で
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は、「重回帰」分析を基本として、多重共線性のある場合の手法で「リッジ回帰」分析と「PLS

回帰」分析が利用可能である。 

 他に「１次元ガンマ分布からの検知」があるが、これは変数が１つの場合にしか適用でき

ないので、現実には利用しにくいかも知れない。以後、まず 2 変数のデータを用いて、正

規分布と混合席分布からの検知について、プログラムの説明をする。 

 図 2 に示すファイル「異常検知 1(正規分布).txt」の 3 頁目は、2 変数で異常値を含んだデ

ータである。 

 

図 2 異常値を含んだデータ 

この中から異常値を検出するには、「データクレンジング」ラジオボタンを選び、「確率/分

位点」ラジオボタンを選んで、異常値の確率値を指定する（この場合は確率値となる）。こ

こでは 5%に設定している。その後、正規分布からの異常検知の「検知」ボタンをクリック

すると図 3 のような出力結果を得る。 

 

図 3 データクレンジング検知結果 

出力は、このデータから求めた多変量正規分布の平均からのマハラノビス距離の 2 乗、そ

れを元にしたホテリング統計量（F 分布の f 値）、その検定確率、異常かどうかの判定であ

る。判定は正常と異常でそれぞれ 0 または 1 で出力される。 

 次に、「統計量」ボタンをクリックすると、図 4 のように、平均や共分散等のパラメータ

推定値等と共に、異常の判定に使われるホテリング統計量の閾値が出力される。利用者はこ

の値を参考にして、閾値としてホテリング統計量を用いてもよい。 
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図 4 パラメータ推定値 

 次に「正常データとの比較」ラジオボタンをクリックし、同じファイルの 1 頁目を開く、

正常データは 2 頁目に入っているものとして、「正常データ」テキストボックスの中に 2 を

入力する。「検知」ボタンをクリックすると、図 5 のように 2 頁目の正常データから求めら

れるパラメータを元にした、異常検知結果が出力される。 

 

図 5 正常データとの比較検知結果 

出力項目については図 3 と同様である。「統計量」ボタンをクリックした結果は、正常デー

タを元にした結果であり、図 4 と同じ様式であるので省略する。 

 ファイル「異常検知 3(複合正規分布).txt」を図 6 のように読み込み、「データクレンジン

グ」ラジオボタンを選択し、データ処理の結果を見てみる。 

 

図 6 非正規分布のデータ 

このデータは、実際には 2 つの正規分布を合わせたものであるが、今の段階ではそれが分

からないものとする。仮に「混合」テキストボックスを 2 とし、処理を進める。後にこの

数字を変更して最も良いモデルを選択する。 

 「分類」ボタンをクリックすると、図 7 のように、2 つの群についてのデータの帰属度と

分類結果が得られる。 
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図 7 レコード毎の帰属度と分類結果 

この分類結果をコピーして、元のデータに図 8 のように貼り付け、 

 

図 8 分類項目の貼り付け 

分析「相関と回帰分析」の「先頭列で群分け」ラジオボタンを選択して、図 9 のような散

布図を描くことも可能である。 

 

図 9 データの散布図 

但し、このグラフには、グラフメニュー［設定－正規楕円半径］を用いて、2σの確率楕円

を加えてある。 

 次に「統計量」ボタンをクリックすると、図 10 のように 2 つの群の平均と共分散、群の

生起確率の推測値などが表示される。この中で一番下の BIC はモデル判定によく利用され

るベイズ情報量基準と呼ばれるもので、この値が小さいほど良いモデルとして評価される。 
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図 10 2 群の場合のパラメータ推定値 

現在の 2 群の場合は BIC=4860.110 であるが、3 群にすると 4888.488 となり、2 群の方が

良いモデルであると判断される。これは、2 群を故意に作ったモデルであるので、当然の結

果である。 

 また、「検知」ボタンをクリックすると、図 11 のように異常度の値と判別結果が表示さ

れる。 

 

図 11 混合正規分布からの検知 

判定には「確率/分位点」ラジオボックスの分位点を利用している。 

 1 次元ガンマ分布でも同様の結果の表示となるので、ここでは省略するが、ガンマ分布の

場合は、2 つのパラメータが推測される。 

 時系列データからの異常検知では、正常データを指定しないので、図 1 の分析メニュー

では「データクレンジング」ラジオボタンを選んで実行する。時系列データは、図 12 のよ

うに与えられる。 

 

図 12 時系列データ（異常検知 4(特異 SP 変換).txt） 
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異常検知の方法は簡単で、変数選択をして、「特異 SP 変換」ボタンをクリックする。その

際、必要ならば「時刻数」、「系列数」、「ラグ」、「成分数」の値を変更する。これらの値はそ

れぞれ理論の説明の中の、 , , ,w k L m に相当する。「目盛」の値は、グラフの目盛間隔の値

を与える。図 13 に実行結果を示す。 

  

図 13 特異スペクトル変換による異常検知結果 

図 13 の表の中で、左端が時刻であり、右 4 列は 2 つの群が利用したデータの範囲を示して

いる。1 群は時刻の 1 つ前までのデータを利用し、2 群はそれから「ラグ」だけ遅れた時刻

のデータを使っている。 

 

 入力と出力があるデータでは、重回帰分析が基本となる。通常の重回帰分析と同様に、目

的変数、説明変数の順に変数を選んで、図 1 の分析メニューの「重回帰分析」ボタンをク

リックすると図 14 のような実行結果が表示される。 

 

図 14 重回帰分析実行結果（異常検知 5(入出力).txt 1 頁目） 

また、隣の「統計量」ボタンをクリックすると、図 15 のような結果が表示される。 

 

図 15 重回帰分析統計量（異常検知 5(入出力).txt 1 頁目） 

これは正常に重回帰分析が行われた結果である。 

 データに多重共線性がある場合、例えば、図 16 は変数 x2 と x4 が殆ど同じで、1 番目の

データだけが、0.01 違っている例である。 
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図 16 強い多重共線性があるデータ（同 4 頁目） 

このデータに対して重回帰分析の「統計量」ボタンをクリックすると、図 17 のような結果

が得られる。 

 

図 17 強い多重共線性があるデータの重回帰分析統計量（同 4 頁目） 

この結果ではほぼ同じ値である変数 x2 と x4 の係数が極端に大きくなっている。これは予

測において、x2 と x4 の値が少しずれると大きな差となって表れることを示しており、予測

の頑健性において問題となる。 

 これを解決するための代表的な手法に、リッジ回帰分析と PLS 回帰分析がある。理論の

ところで示したように、リッジ回帰分析は多重共線性の元となる説明変数の共分散行列の対

角成分に、ある定数（ここでは、η÷N）を加える方法である。この定数ηは、1 個抜き交

差検証の残差分散が最小となるように決める。 

 図 16 のデータに対して、「リッジ回帰分析」とその「統計量」を与えた結果を図 18 と図

19 に示す。 

 

図 18 リッジ回帰分析による異常検知 

 

図 19 リッジ回帰分析統計量 

 また、PLS 回帰分析は多重共線性に対して、独立成分として与える変数の数を減らす方
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法で対応する。どれだけの変数を減らすかは、リッジ回帰分析と同様に 1 個抜き交差検証

の残差分散が最小となるように決める。図 20 と図 21 にメニューの指定で独立成分を 3 に

した PLS 回帰分析を実行した結果を示す。 

 

図 20 PLS 回帰分析による異常検知 

 

図 21 PLS 回帰分析統計量 

「最良自由度」は、目的変数の最適な自由度である。PLS 回帰分析の寄与率の値は、他に

比べると少し落ちているが、リッジ回帰分析、PLS 回帰分析とも重回帰分析で問題となっ

た変数 x2 と x4 の係数が小さくなっている。これにより、これらの変数のずれの影響は小

さく抑えられる。 

 

12.3 複数変数の異常検知 

多変量正規分布に基づく異常検知 

 一般に p 変数の多変量正規分布の密度関数は以下で与えられる。 

11 1
( | , ) exp ( ) ( )

2(2 ) | |

t

p
f



− 
= − − − 

 
x μ Σ x μ Σ x μ

Σ
 

データ  1, ,D = x x が与えられた場合の対数尤度関数は以下で与えられる。 

1

1

1
( , | ) log(2 ) log | | ( ) ( )

2 2 2

N
tpN N

L D  


  −

=

 = − − − − −Σ x μ Σ x μ  

 我々は最尤法を用いて(2)式を最大化するが、その解は以下となる。 

1

1
ˆ

N

N


=

= μ x ，
1

1ˆ ˆ ˆ( ) ( )
N

t

N
 

=

= − −Σ x μ x μ  

ここで、同じ正規分布の確率変数 x に対する異常度 ( )a x を ˆˆ2log ( | , )f − x μ Σ を元に以下の

ように定義する。 
1ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )ta  

−  = − −x x μ Σ x μ  

ここで上式と ˆˆ2log ( | , )f − x μ Σ の差は定数であるので、評価関数として本質的な差はない。

また上式は１次元変数の場合の変数の標準化の一般形である。 
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 異常度の式については、以下のように定数を掛けると、分布が自由度 ,p N p− の F 分布

に従うことが知られている。 

2 1

,
ˆˆ ˆ( ) ( )

( 1)

t

p N p

N p
T F

N p
 

−

−

−
  − −

+
x μ Σ x μ  

この
2T をホテリング統計量という。 

 異常検知には、この統計量を使って確率の値を指定するか、直接
2T 値を指定して閾値と

する。 

 

混合多変量正規分布に基づく異常検知 

 p 変数、n 群混合多変量正規分布の密度関数は、群 の確率密度関数 

11 1
( | , ) exp ( ) ( )

2(2 ) | |

t

p
f     



− 
= − − − 

 
x μ Σ x μ Σ x μ

Σ
 （ 1, ,n = ） 

を利用して以下で与えられる。 

1 1

1

1

1

( | , , , , , ) ( | , )

1
exp ( ) ( )

2(2 ) | |

n

n
t

p

f f     



  










=

−

=

=

 
= − − − 

 





x μ μ Σ Σ x μ Σ

x μ Σ x μ
Σ

 

ここに、  は群 の生起確率である。 

 この密度関数に従うデータ  1, ,D = x x による対数尤度は以下である。 

1 1 1

1 1

1

1

( , , , , , , , , | ) log ( , | )

1
log exp ( ) ( )

2(2 ) | |

N n

n n n

N n
t
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
    

 


  




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= =

 
=  

 

  
 = − − − 

   

 

 

μ μ Σ Σ μ Σ x

x μ Σ x μ
Σ

 

 

最尤法を用いてこの対数尤度の最大値を求めるが、その際以下のアルゴリズムを利用する。 

１）パラメータ , ,   μ Σ に初期値 ˆˆ ˆ, ,   μ Σ を与える。 

２） ˆˆ ˆ, ,   μ Σ の値を用いて、各データの群 への帰属度 ( )q x を以下で求める。 

1

ˆˆ ˆ( | , )
( )

ˆˆ ˆ( | , )
n

f
q

f

    
 

    





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

x μ Σ
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x μ Σ

 

３）この帰属度を使い、新しいパラメータを以下のように決定する。 

1

1
ˆ ( )

N

q
N

  



=

=  x ， 
1 1

ˆ ( ) ( )
N N

q q     
 = =

= μ x x x ， 

1 1

ˆ ˆ ˆ( )( ) ( ) ( )
N N

tq q        
 = =

= − − Σ x x μ x μ x  
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４）新しいパラメータと元のパラメータを比較し、十分近ければ（プログラムではすべての

成分が 0.001 未満）終了し、そうでなければ２）へ戻る。 

 

この方法によって求めたパラメータを使って、異常判定には以下の指標を用いる。 

1

ˆˆ ˆ( ) log ( | , )
n

a f   



=

 = − x x μ Σ  

判定基準はこの指標を小さい方から順番に並べ、分位点を閾値として決めるか、直接指標の

閾値を指定する。 

 このモデルの適合度は赤池情報量基準 AIC、ベイズ情報量基準 BIC などを使って求める。

今このモデルのパラメータ数を
nM とすると、AIC と BIC はそれぞれ以下のように表現さ

れる。 

2 ( | ) 2 nAIC L D M= −  +  

2 ( | ) lognBIC L D M N= −  + ，   ( 1)( 2)
2

n

p
M n n= + +  

ここに、 ( | )L D はパラメータをで代表させて書いた対数尤度である。具体的には(8)式

に求めたパラメータの値を代入したものである。適合度を求めるために、交差検証を使う方

法も考えられるが、プログラムでは使用していない。 

 

12.4 時系列データの異常検知 

 時系列データの異常検知で、周波数変化や波形変化に対応した検知法に特異スペクトル変

換法がある。これは、時系列データ t wx − から 1tx − までのw 個のデータを抽出し、それを１つ

のベクトル
1 1( )t

t w t w t w tx x x− − − + −=x とする。そのベクトルの開始時点をずらして k

（ k w ）本並べ、以下のような行列を作る。 
( )

1 1 2( )t

t k w t k w t w− − + − − + −=X x x x   

これに対して時間 Lだけ経過した時点から作ったデータを以下のように ( )

2

tX とする。 

( )

2 1 2( )t

t k w L t k w L t w L− − + + − − + + − +=X x x x   

この二つのデータの間で違いを見ることになる。 

 今、 ( )

1

t tX ， ( )

2

t tX の各列ベクトルに係数をかけて足し合わせ、特徴的な量を求めるために、

その大きさを以下のように最大化する。 
2

( ) ( )

1

t t t →X u  最大化 但し、
( ) ( ) 1t t t =u u  ，

( )tu は ( 1)w ベクトル 

2
( ) ( )

2

t t t →X v  最大化 但し、
( ) ( ) 1t t t =v v  ，

( )tv は ( 1)w ベクトル 

このベクトルは、以下の固有方程式から求められ、 
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

t t t t t=X X u u  

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

t t t t t t=X X v v  

固有値の大きい順に固有ベクトルをm 個並べて表した ( )w m 行列を以下のように定義す
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る。 

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 2( )t t t t

m mw m =U u u u  

( )( ) ( ) ( ) ( )

1 2( )t t t t

m mw m =V v v v  

 これら２つの行列を用いて、変化度 ( )a t は行列 ( ) ( ) ( )t t t

m m m mU V の 2 ノルムを用いて以下

のように定義される。 

( )
22

( ) ( ) ( ) ( )

2
( ) 1 1t t t t t t

m m m ma t = − = −U V U V の最大特異値  

ここに、実行列A の 2 ノルム
2

A は以下のように定義される。 

max2

( )
max

t

t
= =

u

Au Au
A

uu
 

注）行列A の特異値とは、行列A とA の随伴行列
*

A の積
*

AA （
*

A A ）の非負の固有値

の平方根である。 

 

12.5 入力と出力がある異常検知 

 入力と出力の関係で生じる異常の検知方法については、重回帰分析を用いる手法が考えら

れる。しかし、重回帰分析は、入力変数が多くその値が似通っている場合に、多重共線性の

問題が発生する可能性があり、予測が不安定となる。これに対して改善方法と考えられてい

る代表的な手法がリッジ回帰分析と PLS 回帰分析である。リッジ回帰分析は、多重共線性

の元となる分散共分散行列に手を加える手法であり、PLS 回帰分析は多重共線性を与える

変数間の自由度を制約する手法である。我々のプログラムは 3 者を比較するように作成し

ており、その違いを理解し易くなっている。 

 

重回帰分析 

重回帰分析の目的変数を y （ 1,2, , N = ）、説明変数を ix  （ 1,2, ,i p= ）とし、そ

れらの関係を  を誤差項として以下とする。 

0

1

p

i i

i

y b x b  
=

= + +   

最小 2 乗法としての重回帰分析では、以下の値Dが最小になるように、パラメータ 0,ib b  を

決定する。 
2

0

1 1

( )( )
pN

t

i i

i

D y b x b 
= =

 
= − − = − − 

 
  y Xb y Xb  

ここに、 

( ) i i i ix x x  = = −X  ， ( ) y y y  = = −y  ， 1 2( , , , )t

pb b b=b  

である。パラメータは以下で与えられる。 

1( )t t−=b XX Xy  ，
0

1

p

i i

i

b y b x
=

= −  
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問題となる多重共線性は、行列
t
XXの非正則性から生じる。 

 多重共線性について、i 番目の説明変数を、他の説明変数で予測して重相関係数 ir を求め、

以下の式で定義される VIF 指標を利用している。 
21 (1 )i iVIF r= −  

 異常度について、通常の重回帰分析では以下で定義する。 
2

0

2

( )
( , )

y b
a y



 − −
  =

bx
x  

ここで分散
2  については以下で推測する。 

2 1
( )( )tD

N N
 = = − −y Xb y Xb  

 

リッジ回帰分析 

リッジ回帰分析は重回帰分析の正則性の問題に対して、以下のように置くことによって正

則性を確保しようとする手法である。 
1( )t t − = +b XX I Xy  

これは、以下を最小化する解でもある。 

( )( )t tD     = − − +y Xb y Xb b b  

ここでパラメータの値は以下のようにして求められる。 番目の個体を抜いた 1 個抜

き交差検証のパラメータを
( )−

b とすると、そのときの平均 2 乗誤差 ( )e  は以下で与えられ

ることが知られている。 

2

1 1

1
( ) ( )

pN

i i

i

e y x b
N

 



= =

= −   

これは、以下のように書くこともできる。 

1
( ) te

N
 = AA  

ここに、 
1( ) ( )diag −= − −A I H I H y ，

1( ) ( )t tN N  − = +H X XX I X  

また、
1( )diag −−I H は対角要素が 1( ( ) )ii

−−I H となる対角行列である。運用上はパラメータ

の値を変化させて、この ( )e  が最小になるようなパラメータを選ぶ。 

もう少し安全性を考えて、以下の一般化交差確認検証法と呼ばれる方法から与えられる誤差

( )GCVe  を最小化する場合もある。 

1
( ) t

GCVe
N

  = A A  

ここに、 ( ) [1 ]tr N = − −A I H y H である。我々のプログラムでは前者の判定法を利用して

いる。 

 多重共線性がある場合、重回帰分析の予測は、そのデータに対してだけは良い精度を与え

るが、他の新しいデータを用いた場合、予測の精度が著しく低下する。そのため 1 個抜き
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交差検証は必須である。 

 異常度について、リッジ回帰分析では以下で定義する。 
2

0

2

( )
( , )

y b
a y



   − −
  =



b x
x  

ここで分散
2   については以下で推測する。 

2 1
[ ( )( ) ]t tD

N N
 


  = = − − +y Xb y Xb b b  

我々のプログラムでは、重相関係数と寄与率について、残差分散を以下で計算している。 

2 1
( )( )t

N
  = − −y Xb y Xb  

そのため、出力される分散の値が他の分析（例えば以下の PLS 回帰）より大きいのに、重

相関係数の値が大きく表示されるということもある。 

 

ＰＬＳ回帰分析 

 PLS 回帰分析ではまず、変数の線形結合を考える。 

1

p

i ij j

j

r u x 
=

=   （ 1,2, , ;i r r p=  ） 

この式を行列記号を用いて書くと以下となる。 

=R XU   1 2( )r=U u u u   

ここで、行列U の各列ベクトルは直交し、順番に iXu と y との内積が最大化されるように

選ばれる。詳細は後に示す。 

この新しい変数を用いて、目的変数を以下のように予測する。 

1

r

j j

j

y r   
=

= +  

即ち、 

= + = +y Rβ ε XUβ ε  

最小 2 乗法を使うと、以下の量を最小化するようにパラメータを決定する。 

( )( )tD = − −y Rβ y Rβ  

その解は次のように与えられる。 
1 1( ) ( )t t t t t t− −= =β RR Ry U XXU U Xy   

これから、標準化偏回帰係数b  は以下となる。 

=b Uβ  

また、通常の回帰係数は、以下で与えられる。 

0

1

,
p

i i y i i i

i

b b s s b y b x
=

  = = −   

 多重共線性の改善の程度については、変数をU 行列で変換した後の i 番目の説明変数を、

他の説明変数で予測して重相関係数 ir を求め、以下の式で定義される VIF 指標を利用して
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いる。 
21 (1 )i iVIF r= −  

 異常度については以下で定義する。 
2

0

2

( )
( , )

y b
a y



   − −
  =

b x
x  

ここで分散
2  については以下で推測する。 

2 1
( )( )tD

N N
  = = − −y Xb y Xb  

 

最後に行列
1 2( )r=U u u u の決定法について述べる。この行列の 1 列目 1u は

1Xu が最

も y の方向に向くように、以下のように求める。 

1 1 1 1 1( 1)t tL = − − →yXu u u   最大化 

この解は以下で与えられる。 

1

t t=u Xy Xy   

次の 2u については、X から 1u 方向の成分を取り除き、以下のように求める。 

2 1 1 2 2 2 2( ) ( 1)t t tL = − − − →y X d d X u u u   最大化 

ここに、 1 1 1=d Xu Xu である。確かに
1 1

t−X d d Xは、以下のように 1u 方向の成分を取

り除いている。 
2

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )t t− = − =X d d X u Xu Xu Xu Xu Xu 0  

この解は以下で与えられる。 

2 1 1 1 1( ) ( )t t t t= − −u X d d X y X d d X y   

このベクトル 2u は以下のように 1u と直交する。 

2

1 2 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ( ) ) 0t t t t t t − = − =u u u X d d X y Xu Xu Xu Xu Xu y   

これを続けると、 k 番目の係数ベクトル ku は以下のように求められることが分かる。 

1

1

( 1)
k

t t t

k i i k k k k

i

L 
−

=

 
= − − − → 

 
y X d d X u u u   最大化 

1 1

1 1

t t
k k

t t

k i i i i

i i

− −

= =

   
= − −   

   
 u X d d X y X d d X y   

どこまでの次元数を求めればよいかは、１つの方法として 1 個抜き交差検証法の重相関係

数または残差分散の大きさを元にして決めればよい。我々のプログラムではこの方法を用い

ている。 
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１３．ナッシュ均衡ツール 

経営分野でよく利用される OR の手法にゲーム理論がある。ゲーム理論は、大きく分けて

ゼロ和ゲームと非ゼロ和ゲームに分類され、非ゼロ和ゲームの中に非協力ゲームと協力ゲー

ムがある。今回プログラム化したものは、ゼロ和 2 人ゲームと非ゼロ和 2 人非協力ゲーム

である。それぞれ１回の打ち手で均衡解が得られる純粋戦略の解と、１回では均衡解が得ら

れず、無限回の確率的な打ち手で均衡解が得られる混合戦略の解がある。ここで述べる均衡

解とは、お互い相手の戦略が変化しないとした場合、自分の戦略を変える動機が生じない場

合をいう。すなわち相手の戦略を所与とした場合、お互い最良の選択をしている場合のこと

をいう。 

ここではゲームの利得が有限な行列の形で与えられる問題を考える。ゼロ和ゲームの場合

は１つの行列でプレイヤー１の利得とプレイヤー２の損失を表すことが多く、非ゼロ和ゲー

ムの場合は２つの行列で、それぞれのプレイヤーの利得を表すことが多い。ここではそれぞ

れのプレイヤーについて利得行列か損失行列かを選択できるようにしている。 

このプログラムでは解を３つの方法で求めている。１つ目は純粋戦略の方法、2 つ目は微

分を使った方法、３つ目は線形計画法である。微分を使った方法については補遺で述べる。

また、線形計画法は混合戦略ゼロ和２人ゲームの解法である。 

最初に、最もよく知られた 2×2 の利得行列の問題を使ってプログラムの簡単な使い方を

説明し、その後、一般の行列の２人ゼロ和ゲーム、非協力２人非ゼロ和ゲームの場合に進む。 

 

1. 2×2 行列のゲーム 

C.Analysis のメニュー［分析－ＯＲ－ナッシュ均衡ツール］を選択すると、図 1 に示す

分析実行画面が表示される。 

 

図 1 分析実行画面 

データの利得・損失行列は図 2 のように、C.Analysis のメニュー［分析－数学－行列計算］

の書式で表す。ここではまず 2×2 行列の例を示す。 
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図 2 ナッシュ均衡のデータ形式（ナッシュ均衡 1.txt, 2 頁目） 

行列は左上に「行列名=」を付けて、その右から下にかけて具体的な行列データを入力す

る。行列と行列の間は、１行１列以上空ける必要がある。また、行列名の下の部分は検索し

ないので、コメントを加えることができる。 

プログラムを動作させるには、まず分析実行画面右上の「行列設定」ボタンをクリックす

る。その際、図 3 のように、「単独線形計画問題」グループボックス内の「プレイヤー１」

と「プレイヤー２」ラベルの横に行列の候補が表示され、その右のコンボボックスで利得行

列か損失行列かが選択できるようになる。 

 

図 3 利得・損失行列の設定 

 

例１ プレイヤー１：利得行列 a，プレイヤー２：利得行列 b 

図 2 において、プレイヤー１の利得行列を a、プレイヤー２の利得行列を b として、「解

（候補）」のボタンをクリックしてみる。ここで、「解（候補）」となっているのは、戦略数

が多いときには完全な解を表示するとは限らないからであるが、これについては後に述べる。

この問題は囚人のジレンマとしてよく知られた問題である。結果を図 4 に示す。 
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図 4 解（候補） 

これは、プレイヤー１の戦略１の選択確率 p1 が 0、戦略２の選択確率 p2 が 1 で最大利得

が 2、プレイヤー２の戦略１の選択確率 q1 が 0、戦略２の選択確率 q2 が 1 で最大利得が 2

であることを示しており、純粋戦略の解である。 

この解を別の形で表してみる。分析実行画面の「純粋戦略解」をクリックすると、図 5

のような結果が得られる。 

 

図 5 純粋戦略解 

これは練習問題などでよく見られる形式で、相手の戦略に応じた最適解の利得が「(6)」な

どのように、選択される可能性のある利得が括弧で囲まれて表示される。またプレイヤー1

の最適解は青色、プレイヤー２の最適解は緑色、双方の最適解、即ち均衡解は黄色で示され

ている。 

同じくもう１つの表し方を見てみよう。分析実行画面の「2×2 解グラフ」ボタンをクリ

ックすると、図 6 のようなグラフが表示される。 

 

図 6 2×2 解グラフ 

これは横軸が p1、縦軸が q1 を表し、青い線と緑の線の交わるところ p1=0, q1=0 が均衡解

である。図 4 で見たように、解は p1=0, q1=0 であるが、図 5 の戦略で見ると、双方とも戦

略２が最善戦略であり、同じ結果を示している。この線の引き方については、よく知られて

いるが、補遺１に改めて説明しておく。 

次にプレイヤー１とプレイヤー２の利得（損失）曲面を表示してみよう。分析実行画面の

「2×2 利得曲面」ボタンをクリックすると図 7 左のような「２変数関数グラフ」の実行画
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面が表示され、そのまま「グラフ描画」ボタンをクリックすると図 7 右のような 3 次元グ

ラフが表示される。ここで、グラフの色は「標準色」チェックボックスのチェックを外し、

後で設定したものである。また、赤い丸は場所を分かり易くするために後から付け加えたも

のである。 

  

図 7 2×2 利得曲面 

解は、双方とも最良の選択であるので、プレイヤー１では x 軸方向に解を移動させると利

得は下がる解として x=0 が選ばれ、プレイヤー２では y 軸方向に解を移動させると利得が

下がる解として y=0 が選ばれる。これが図 6 の 2 本の直線であり、交点が均衡解である。 

 

例２ プレイヤー１：利得行列 c，プレイヤー２：利得行列 d 

  

  

図 8 混合戦略の解だけを持つ例 

これは混合戦略の解だけを持つ例であり、純粋戦略の解は存在しない。それぞれのプレイ

ヤーは相手が値を変更しない限り、自分が値を変更しても利得は不変である。この解は線形

計画法を使っても求めることができる。２つのゼロ和２人ゲームの双対価格が解である。 
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例３ プレイヤー１：利得行列 e，プレイヤー２：利得行列 f 

  

  

図 9 純粋戦略と混合戦略の解を持つ例１ 

これは純粋戦略の解と混合戦略の解、両方を持つ例である。この解は、線形計画法を使って

も求めることができる。 

 

例４ プレイヤー１：利得行列 i，プレイヤー２：利得行列 j 

  

  

図 10 純粋戦略と混合戦略の解を持つ例２ 
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これも純粋戦略の解と混合戦略の解、両方を持つ例である。この解は、線形計画法を使っては求めること

ができない。 

 

2. 一般の行列のゼロ和２人ゲーム 

一般の利得・損失行列の場合は図 1 の行列の例を用いて説明する。 

 

図 1 ナッシュ均衡のデータ形式（ナッシュ均衡 1.txt, 1 頁目） 

ゼロ和２人ゲームの純粋戦略の解は、マクシミン戦略とミニマックス戦略を用いて与えら

れることが知られているが、プログラムではもう少し簡単に相手の戦略に対して最良の戦略

を取るという考えで（双対問題として）求めている。また混合戦略の解は微分を使う方法で

求めている。但し、これらの解は単一ではないので注意が必要である。 

ここで、プレイヤー１の利得行列を a として、純粋戦略ゼロ和２人ゲームの問題を解い

てみよう。まず、図 2 のように、プレイヤー１の行列を a として利得行列に、プレイヤー

２の行列を同じく a として損失行列に設定する。 

 

図 2 実行画面の設定 

その後「純粋戦略解」のボタンをクリックすると、図 3 のような解が表示される。 



ナッシュ均衡ツール／ＯＲ 

62 

 

 

図 3 純粋戦略解 

これは、相手が戦略 1, 2, 3 を取る場合、自分にとってどの戦略が最適かということを考え

て求めた図である。結果の見方は 2×2 行列のときと同じである。黄色の部分が純粋戦略の

解であるが、一般に１か所になるとは限らない。 

次に線形計画法を使ってこの問題を解いてみよう。まず、プレイヤー１の行列を a にし、

利得行列に設定する。設定はこれだけでよい。プレイヤー１の「問題」ボタンをクリックす

ると、図 4 のような線形計画問題の式が表示される。 

 

図 4 線形計画問題 

これは C.Analysis の線形計画法（OR）のテキストエディタでの入力形式で、以下のよう

な問題を表したものである。 

目的関数 z u=  最大化 

制約条件 
1 2 3

1 3

1 2 3

4 3 3

2 3 2

p p p u

p p u

p p p u

− + 

− + 

− + + 

 

1 2 3

1 2 3

1

, , 0

p p p

p p p

+ + =


 

この問題は、プレイヤー２が３つの戦略を選択したとき、プレイヤー１の利得の期待値が

ある数u より大きいとして、その数u を最大化する問題である。これを線形計画表として

表示するには、「計画表」ボタンをクリックする。結果は図 5 のようになる。 

 

図 5 線形計画表 

これは、C.Analysis の線形計画法（OR）のグリッドエディタでの入力形式である。この解

は、「詳細解」をクリックすると図 6 のように与えられる。 
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図 6 線形計画問題の詳細解 

ここでは、解（プレイヤー１の確率）は黄色、双対価格（プレイヤー２の確率）はオレンジ

色、目的関数値（ゲームの値または最終的な期待利得）はピンクに色付けられている。双対

価格がプレイヤー２の確率になるのは、双対問題がプレイヤー２から見た損失行列の最小化

問題になるからである。実際、分析実行画面でプレイヤー１の右端の「双対」チェックボッ

クスにチェックを入れ、「問題」ボタンをクリックした結果が図 7 である。 

 

図 7 プレイヤー１の線形計画問題の双対問題 

この双対問題はプレイヤー２の損失の最小化問題である。 

図 6 の結果表示は線形計画問題としては十分な表示であるが、均衡問題の解の表示法と

しては見易いとはいえない。そのため均衡問題に適した表示法も用意してある。「簡易解」

ボタンをクリックすると、図 8 のような形式の解が得られる。 

 

図 8 均衡問題の簡易解 

黄色、オレンジ色、ピンクは詳細解に準じている。右端の青色の部分は、プレイヤー１がそ

の戦略を選んだ場合の利得の期待値を表している。そのため、プレイヤー１は利得の期待値

が最も大きい戦略３を確率 1 で選んでいるということになる。逆にこれを縦に見ると、相

手も損失の期待値が最も小さい戦略２を確率 1 で選んでいることになる。 

次に混合戦略の問題を考えてみよう。行列 d を利得行列として選んだ簡易解は図 9 のよ

うになる。 
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図 9 利得行列 d の混合戦略解 

これを見ると、プレイヤー１の２つの戦略に対して、利得の期待値は同じ 0.714 の値をと

っている。これは確率を変えても期待値が変わらないことを示しており、自分の解を変える

動機がないという均衡の考え方をよく表している。また、プレイヤー２にとっても戦略２と

戦略４は最も損失の小さい同じ 0.714 の値をとっており、解を変える動機が存在しない。 

混合戦略の解も唯一とは限らない。その例を示しておく。行列 f を利得行列として選んだ

線形計画問題の簡易解を図 10a に与え、その双対問題の簡易解を図 10b に与える。 

 

図 10a 利得行列 f の解 

 

図 10b 利得行列 f の双対問題を解いた解 

通常、主問題の解は双対問題の双対価格になっているが、この場合結果が異なっている。こ

れは解が１つではなく、２つの解を結ぶ線分上の値も解であるためである。 

1

2

0.667 0.250 (1 )

0.333 0.750 (1 )

p

p

 

 

=  +  −

=  +  −
  （0 1  ） 

このプログラムでは解が網羅できるわけではないことに気を付けてもらいたい。 

次にこれを２つの行列に分けてやってみよう。プレイヤー１は利得行列として f、プレイ

ヤー2 は損失行列として f をとり、「解（候補）」ボタンをクリックすると図 11 のような結

果を得る。 

 

図 11 微分の方法で求めた解 

ここでも両端の解だけが求められている。 
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3. 一般の行列の非ゼロ和２人非協力ゲーム 

非ゼロ和ゲームの場合、プレイヤー１とプレイヤー２で同じ行数と列数の行列を２つ選択

する。これらに利得行列か損失行列かを設定し、「解（候補）」のボタンをクリックする。解

はまず、純粋戦略の場合から調べて行く。 

純粋戦略の場合、相手が戦略を変更しなければ、自分が戦略を変更すると利得が下がるか、

同じ利得となる場合が解となる。これは有限な戦略の場合、すべての戦略の組を調べればよ

いのでプログラムとしては簡単である。これをまず「純粋戦略」の解として表示する。 

混合戦略の場合は、２人それぞれの行列に対して、行と列を取り除きながら、補遺２で与

えた方法で解いた答えが、取り除いた行と列の確率を 0 として与えられる。但し、利得行

列か損失行列かで表示される解が異なってくる。 

「解（候補）」ボタンをクリックすると、純粋戦略の解と微分を使った方法の解が表示さ

れる。前の節でも述べたように、ここで表示される解はすべての解を尽くしているわけでは

ないことに注意してもらいたい。前節図 1 の行列を使って例を見てみよう。 

 

例１ プレイヤー１：利得行列 a，プレイヤー２：利得行列 b 

 行列 a, b をそれぞれ利得行列として選択し、分析実行画面の「解（候補）」と「純粋戦略

解」ボタンをクリックすると図 1 のような結果を得る。 

  

図 1 非協力非ゼロ和 2 人ゲームの解 

これは純粋戦略の解だけを持つ場合の例である。「解（候補）」ボタンをクリックした際、そ

の下のコンボボックスに解の名前がセットされ、それを選択することによって解及びプレイ

ヤーごとに解と利得の関係を表示することができるようになる。図 2a と図 2b にそれぞれ

「PL1 解（候補）」と「PL2 解（候補）」を選択した場合の結果を示す。 

 

図 2a PL1 簡易解 
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図 2b PL2 簡易解 

これを見ると相手の戦略に対する期待値（右端や下の青い部分）について、それぞれのプレ

イヤーが期待値の最も大きな戦略を確率 1 で選択していることが分かる。 

 

例２ プレイヤー１：利得行列 a，プレイヤー２：利得行列 g 

  

図 3 純粋戦略解が２つある場合 

これは異なる純粋戦略の解が２つある場合である。どちらも解であるが、明らかに純粋戦略

1 の解が純粋戦略 2 の解に比べて優れている。 

 

例３ プレイヤー１：利得行列 g，プレイヤー２：利得行列 h 

  

図 4 混合戦略の解だけがある場合 

図 5a と図 5b にプレイヤー１とプレイヤー２の混合戦略の 1 番目の簡易解を示す。 

 

図 5a プレイヤー１の簡易解１ 
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図 5b プレイヤー２の簡易解１ 

２番目の簡易解は図 6a と図 6b となる。 

 

図 6a プレイヤー１の簡易解 2 

 

図 6b プレイヤー２の簡易解 2 

3 番目の簡易解は図 7a と図 7b となる。 

 

図 7a プレイヤー１の簡易解 3 

 

図 7b プレイヤー２の簡易解 3 

これらの結果を見ると、プレイヤー１とプレイヤー２は共に相手が戦略を変更しない限り、

自分で戦略を変更する動機がないことが分かる。 
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例４ プレイヤー１：利得行列 g，プレイヤー２：利得行列 a 

  

図 28 純粋戦略解と混合戦略解がある場合 

この例は純粋戦略の解と混合戦略の解を含む場合である。 

 

最後になるが、経済学や経営学におけるゲーム理論の講義ではモデル的な問題に当てはめ

た利得行列を考え、学生に行動を考えさせることに重点が置かれる。そのためこのプログラ

ムは学生には不向きである。教員が例題などを作るときに利用できればよいと思う。 

 

参考文献 

[1] 鈴木光男，ゲーム理論入門，共立出版，1983． 

 

補遺１ 2×2 行列の均衡解のグラフを使った求め方 

分析実行画面の「2×2 解グラフ」で表示される図を見ると、すべての均衡解が求まって

いる。よく知られたことであるが、このプログラムで使った描き方を示しておく。 

利得（損失）行列 ( )ij ija=A を使った問題で、プレイヤー１が戦略１を確率 p 、プレイヤ

ー２が戦略１を確率q で取った場合のゲームの値 z は、以下で与えられる。 

11 12 21 22

11 12 21 22 12 22 21 22 22

11 12 21 22

(1 ) (1 ) (1 )(1 )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

z a pq a p q a p q a p q

a a a a pq a a p a a q a

c q c p c q c

= + − + − + − −

= − − + + − + − +

= + + +

 

プレイヤー１の行列A が利得行列の場合、 z を最大化することになり、解は右側に表した

範囲となる。但し、 00 1q  を超える場合はこの範囲までとする。 

11 12 0c q c+  のとき  →  1p =  

11 0c    12 11 0q c c q − =  0(1,1) ~ (1, )q  

11 0c    12 11 0q c c q − =   0(1,0) ~ (1, )q  

11 0c =   12 0c     (1,0) ~ (1,1)  

11 12 0c q c+  のとき  →  0p =  

11 0c    12 11 0q c c q − =  0(0,0) ~ (0, )q  

11 0c    12 11 0q c c q − =   0(0,1) ~ (0, )q  

11 0c =   12 0c     (0,0) ~ (0,1)  
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11 12 0c q c+ = のとき  →  0 ~1p =  

11 0c    12 11 0q c c q= − =  
0 0(0, ) ~ (1, )q q  

11 0c    12 11 0q c c q= − =   
0 0(0, ) ~ (1, )q q  

11 0c =   12 0c =    (0,0) ~ (1,1)  全領域 

この解を組み替えると、以下のようになる。 

11 0c  のとき 

12 11 0q c c q − =   
0(0,0) ~ (0, )q  

12 11 0q c c q= − =   
0 0(0, ) ~ (1, )q q  

12 11 0q c c q − =   
0(1,1) ~ (1, )q  

11 0c  のとき 

12 11 0q c c q − =   
0(1,0) ~ (1, )q  

12 11 0q c c q= − =   
0 0(0, ) ~ (1, )q q  

12 11 0q c c q − =   
0(0,1) ~ (0, )q  

11 0c = のとき 

12 0c     (0,0) ~ (0,1)  

12 0c =    (0,0) ~ (1,1)  全領域 

12 0c     (1,0) ~ (1,1)  

またプレイヤー１の行列が損失行列の場合、 1 0p p= = と入れ替えればよく、利得行

列の場合を 0r = 、損失行列の場合を 1r = とすると、まとめて以下のように書ける。 

11 0c  のとき 

12 11 0q c c q − =   0( ,0) ~ ( , )r r q  

12 11 0q c c q= − =   
0 0(0, ) ~ (1, )q q  

12 11 0q c c q − =   0(1 ,1) ~ (1 , )r r q− −  

11 0c  のとき 

12 11 0q c c q − =   0(1 ,0) ~ (1 , )r r q− −  

12 11 0q c c q= − =   0 0(0, ) ~ (1, )q q  

12 11 0q c c q − =   0( ,1) ~ ( , )r r q  

11 0c = のとき 

12 0c     ( ,0) ~ ( ,1)r r  

12 0c =    (0,0) ~ (1,1)  全領域 

12 0c     (1 ,0) ~ (1 ,1)r r− −  

また、プレイヤー２の場合も、行列 ( )ij ijb=B を使って、同様にまとめられるので詳細は省

略する。 
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補遺２ 微分を使って求める均衡解 

プレイヤー１とプレイヤー２はそれぞれm 個と n 個の戦略を持っているとする。それぞ

れの戦略の実行確率を ( 1, , )ip i m= と ( 1, , )jq j n= とする。プレイヤー１の利得（損

失）行列を ( )ij ija=A 、プレイヤー２の利得（損失）行列を ( )ij ijb=B とする。均衡解では

このうちで使われない戦略も存在する。一般にプレイヤー１の実行確率からm r− 個、プレ

イヤー２の実行確率からn r− 個の戦略は使われず、実際に使われるのは双方 r 個である。

しかし、これもうまく選ばないと正しい均衡解（0 , 1i jp q  ）は得られない。利用しない

戦略の行と列を除いて、改めてプレイヤー１の利得（損失）行列を ( )ij ija=A 、プレイヤー

２の利得（損失）行列を ( )ij ijb=B とおく。 

プレイヤー１について、ゲームの値は以下で与えられる。 
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

r r r r r r

kl k l kl k l kr k r rl r l rr r r

k l k l k l

R a p q a p q a p q a p q a p q
− − − −

= = = = = =

= = + + +     

ここに、 
1

1

1
r

r k

k

p p
−

=

= − ，
1

1

1
r

r l

l

q q
−

=

= −  

これを ip で微分する。 

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1

1

1 1

( ) 0

r r

il l ir r rl l rr r

l li

r r r r

il l ir l rl l rr l

l l l l

r

il ir rl rr l ir rr

l

R a q a q a q a q
p

a q a q a q a q

a a a a q a a

− −

= =

− − − −

= = = =

−

=


= + − −



   
= + − − − −   

   

= − − + + − =

 

   



 

これより、以下の連立方程式が得られる。 

( ) ij in mj mn
ij

a a a a= − − +A ， ( ) jj
q=q ， ( )i mn ina a= −c  として、 

=Aq c  

 

プレイヤー２について、ゲームの値は以下で与えられる。 
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

r r r r r r

kl k l kl k l kr k r rl r l rr r r

k l k l k l

S b p q b p q b p q b p q b p q
− − − −

= = = = = =

= = + + +     

これを jq で微分する。 

1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1

1

1 1

( )

r r

kj k kr k rj r rr r

k kj

r r r r

kj k kr k rj k rr k

k k k k

r

kj kr rj rr k rj rr

k

S b p b p b p b p
q

b p b p b p b p

b b b b p b b

− −

= =

− − − −

= = = =

−

=


= − + −



   
= − + − − −   

   

= − − + + −

 

   


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これより、以下の連立方程式が得られる。 

( ) ij ir rj rr
ij

b b b b= − − +B ， ( ) ii
p=p ， ( ) mn mjj

b b= −d  として、 

t t=pB d（
t =Bp d ） 

 

基本的に以上を解くことによって、解を求めることができる。但し、使わない戦略の確率は

0 である。 

 

 


