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概要 

我々は教育での利用を主な目的に、社会システム分析に用いられる様々な手法を統一的に扱う

プログラムを作成してきたが、今回は多変量解析のうち、重回帰分析、判別分析、主成分分析、

数量化Ⅰ類、数量化Ⅱ類、数量化Ⅲ類をシステムに組み込んだ。この論文では各分析について統

計量の定義を示し、プログラムの操作法を説明している。 
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１章 はじめに 

我々はこれまで主に教育を目的に、様々な分析手法をプログラム化してきたが 1-5)、多変量解析

は統計分析の基礎であり、社会システム分析に関する統合ソフトウェアを作成する際に避けて通

ることはできない手法である。今回我々は、重回帰分析、判別分析、主成分分析及び、数量化Ⅰ，

Ⅱ，Ⅲ類に関するプログラムをシステムに組み込んだ。これらの分析を選んだ理由は、量的デー

タとカテゴリデータとの対比という意味で、重回帰分析と数量化Ⅰ類、判別分析と数量化Ⅱ類、

主成分分析と数量化Ⅲ類について類似性が見られるからである。これらはいずれもよく知られて

おり、テキスト類も豊富であることから、ここではプログラムで利用した統計量についての定義

を中心に解説し、その後で分析画面と出力画面を例示することにする。 

我々は初心者への対応を重視し、分析画面や出力画面について、要点は押さえつつ、できるだ

け簡素化することを心掛けた。一度のクリックで結果が表示されることはこれまでの分析と同じ

である。しかし、多くの統計分析用のソフトウェアが世に出ている現在、利用者からの批判も多

いと思われる。どの程度分析を取り入れて、分かり易さを残すか、難しい問題である。平成１３

年度後期から一部の分析を卒業論文や大学院の講義で利用しており、一応の評価は得られている。

今後平成１４年度からセミナーや学部の講義で本格的に活用する予定である。 

２章 重回帰分析 

重回帰分析は、目的変数を複数の説明変数

の線形回帰式で予測する手法である。データ

は以下の表 2.1 の形式で与えられる。 

実測値は以下のような１次式と正規分布す

る誤差  で与えられるものと考える。 

  


0
1

bxby
p

i
ii ，  ),0(~ 2 N 分布［異なる について独立］ 

線形回帰式は偏回帰係数 ib ， 0b を用いて、以下の形で与えられる。 

 0
1

bxbY
p

i
ii 


  

これらの偏回帰係数は実測値と予測値のずれの 2 乗和 EV が最小になるように決定される。 

 



n

YyEV
1

2)(


    最小化 

即ち、 ib と 0b についての EV の微係数を 0 とおいて以下の式を得る。 

iyib )( 1SS ， 



p

i
ii xbyb

1
0  

表 2.1 重回帰分析のデータ 

目的変数 説明変数 1 … 説明変数 p 

1y  11x  … 1px  

2y  12x  … 2px  

： ：  ： 

ny  nx1  … pnx  
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ここに、
1S は説明変数の共分散行列S の逆行列、 yS は目的変数と説明変数の共分散ベクトル

である。 








n

jjiiij xxxx
n 1

))((
1

1
)(


S ， 







n

iiiy xxyy
n 1

))((
1

1
)(


S  

 偏回帰係数は変数の平均や分散によって影響を受け、係数の重要性が分かりにくいが、データ

を以下のように標準化して重回帰分析を行なうと変数の影響力の強さがはっきりと示される。こ

こに 
2
ys ，

2
is は目的変数及び説明変数 i の不偏分散である。 

 
ys

yy
y


 


~

，

i

ii
i s

xx
x


 


~  

これらの新しいデータ y~ と ix~ で作った重回帰式の偏回帰係数 ib
~
を標準化偏回帰係数と言い、回

帰式は以下のように表わされる。 

 



p

i
ii xbY

1

~~~
  

標準化偏回帰係数と偏回帰係数との関係は yiii ssbb 
~

で与えられる。 

 重相関係数 R は実測値と予測値の相関係数であり、以下のように与えられる。 

 )( YyyY sssR   

ここに、 yYs は実測値 y と予測値 Y の共分散、
2
ys と

2
Ys は実測値と予測値の不偏分散である。 


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
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yY YYyy
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
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
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
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
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
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
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1
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1

1


  

 実測値の全変動 SV は回帰変動 RV と残差変動 EV の和として表わされる。 

 RVEVYYYyyySV
nnn

 
 1

2

1

2

1

2 )()()(








  

全変動に占める回帰変動の割合は、予測値が実測値を説明する割合を表わしていると考えられ、

その値を寄与率という。寄与率は重相関係数の 2 乗に等しいことが示されるので、記号
2R で表

わすことにする。 

VSRVR 2
 

 寄与率や重相関係数の値は説明変数の数が増えれば大きくなることが知られており、これを緩

和するために以下のような自由度調整済み重相関係数 R が考えられている。 

 
)1(

)1(
1





nSV

pnEV
R  

 重回帰式の有効性は回帰変動と残差変動を比べて、回帰変動が十分大きいことが重要で、この

検定には、以下の性質が利用される。 
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 1,~
)1( 

 pnpF
pnEV

pRV
F 分布 

 重回帰式全体の有効性とは別に、それぞれの偏回帰係数の有効性も検討される。これらは偏回

帰係数が 0 と異なることを示して確かめられる。この検定には以下の性質が利用される。 

 0ib の検定 1~
)1(




 pnii

i
i t

pnEVa

b
t 分布 

 00 b の検定 1

1 1

0
0 ~

)1(
1



 














pn
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p
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ij
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t

pnEVaxx
n

b
t 分布 

ここに
ija は SA )1(  n としたときの行列 A の逆行列

1A の i, j 成分である。 

 説明変数 i を除く他の説明変数で作った ix の予測回帰式を以下のように書く。 

)(
0

)(
1

)(
11

)(
11

)(
1

i
p

i
pi

i
ii

i
i

i
i bxbxbxbxbX      

また、説明変数 i を除く他の説明変数で作った目的変数の予測回帰式を以下のように書く。 
)(

0
)(

1
)(

11
)(

11
)(

1
i

p
i

pi
i

ii
i

i
i

i bxbxbxbxbY      

実測値からこれらの予測値を引いた値をそれぞれ ix ， iy として、 

  iii Xxx  ，  ii Yyy  ， 

この ix と iy の相関係数を偏相関係数と呼び、 iyr~ で表わす。偏相関係数は他の変数の影響を除

いた相関係数と見ることができ、以下のように表わすこともできる。 

yyiiiy
iy rrrr ~  

ここに 
iyr , 

iir , 
yyr  は、目的変数と説明変数を合せた相関行列R の逆行列

1R の成分である。 























1

1

1

1

11

1









ppy

py

ypy

rr

rr

rr

R ，























ppppy

py

ypyyy

rrr

rrr

rrr









1

1111

1

1R  

具体的な分析画面を図 2.1 に表わす。「相関行列」ボタンでは目的変数と説明変数を含んだ相

関行列R が表示される。その際、相関係数を 0 と比較する検定の確率値も表示される。「重回帰

分析」ボタンでは、テキスト画面とグリッド画面の２つのウィンドウが開き、分析結果と分散分

析表が表示される。これらは図 2.2 と図 2.3 に示される。「予測値と残差」ボタンでは、図 2.4 の

ように各レコード毎の実測値、予測値、残差が示される。また、「実測／予測値の散布図」ボタ

ンでは、図 2.5 のように実測値と予測値の散布図が描かれる。 
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   図 2.1 重回帰分析画面     図 2.2 重回帰分析出力画面 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

３章 判別分析 

判別分析は外的基準によ

って群別に分類されたデー

タから、群を判別するため

の線形（場合によっては 2

次）関数を見出すことを目

的としている。データは例

えば 2 群の場合、表 3.1 のよ

うな形式で与えられる。 

 変数の一般的な表式

ix において、 は外的基準（群）、i  は変数、 はレコード番号を表わ

す。ここでは、最初に 2 群の場合の理論について考える。 

２つの群 1G と 2G について、群 21 GG  から、 G （ 2,1 ）の要素を取り出す確率を P

とし、 G の要素を G （   ）と誤判別する損失を C とする。また、群 の確率密度関

 
図 2.3 重回帰分析分散分析表 

 
図 2.4 予測値と残差 

 
図 2.5 実測値と予測値の散布図 

表 3.1 判別分析のデータ（2 群の場合） 

群 1 群 2 
変数 1 … 変数 p 変数 1 … 変数 p 

1
11x  … 

1
1px  

2
11x  … 

2
1px  

1
12x  … 

1
2px  

2
12x  … 

2
2px  

：  ： ：  ： 
1
1 1nx  … 

1

1pnx  
2
1 2nx  … 

2

2pnx  
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数を )(xf とすると、 G の要素を G と誤判別する確率 Q は以下となる。 

 


 R
dfQ xx)(  

ここに領域 R は、 R 内の要素を G の要素と判別する領域である。これから、誤判別による損

失 L は以下のように与えられる。 

 










 121

12

)]()([)(

)()(

112122121121

22121121

1221221121

RRR

RR

dfPCfPCdfPC

dfPCdfPC

QPCQPCL

xxxxx

xxxx  

これより、損失を最小にするためには 1R として第 2 項の被積分関数が負になる領域を選べばよい。

即ち各群の領域として、以下のような領域を考えれば良いことが分かる。 

 }0)()(|{ 112122121  xxx fPCfPCR ， 

}0)()(|{ 112122122  xxx fPCfPCR  

これを 121212 PCPCh  として書き換えて、以下のような条件を得る。 

 }log)()(log|{ 211 hffR  xxx ， 

}log)()(log|{ 212 hffR  xxx  

ここに、 hlog を判別の分点という。 

 今、群 の変数 i の平均

im と各群共通な共分散 ijs をそれぞれ以下のように求め、 

 











n

ii x
n

m
1

1
， 

 





2

1 121

))((
1

1

 







n

jjiiij mxmx
nn

s ， 

これらを成分とする平均ベクトル
m と共分散行列S を用いて、以下の多変量正規分布の確率密

度関数を考える。 





   )()(

2

1
exp

||)2(

1
)( 1 




mxSmx
S

x t

k
f  

 これを判別関数に代入して以下の線形判別関数を得る。 

 
)()(

2

1
)(

)()(log

21121211

21

mmSmmmmxS

xx





 tt

ffz
 

これから、 hz log のとき群 1 と判定し、 hz log のとき群 2 と判定する。 

変数 z の確率分布は、個体x が群 1 に属するか、群 2 に属するかに応じて、以下のような正規

分布に従うことが知られている。 

),2(~ 22 DDNz  1Gx の場合 

),2(~ 22 DDNz   2Gx の場合 

ここに、
2D はマハラノビスの平方距離と呼ばれ、以下で定義される。 
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)()( 211212 mmSmm  tD  

 この性質から誤判別の理論確率は以下で与えられることが分かる 

 






 








 
   D

Dh
Zdz

D

Dz

D
Q

h 2log

2

)2(
exp

2

1 2log

2

22

221


 

 






 








 
 



D

Dh
Zdz

D

Dz

D
Q

h

2log
1

2

)2(
exp

2

1 2

log 2

22

212


 

これは判別分析の有効性を示している。 

 判別分析では、判別関数の係数についてもその有効性を検定できる。変数 i の係数が 0 である

かどうかの検定は、以下の性質を利用する。 

 1,12
212121

22
2121

21
~

)2)((

)()1(



 pnn

i

i
i F

Dnnnnnn

DDnnpnn
F 分布 

ここに、
2
iD は両群の変数 i を除いたマハラノビスの平方距離である。 

以上のように線形判別関数で表わされる判別分析が実行可能な条件は、分布が多変量正規分布

に従うことに加えて 2 群の共分散が等しいことである。この検定には以下の性質が利用される。 

 2
2)1(1211

22

2121

2 ~
||||

||
log

)1(6

132

2

1

1

1

1

1
1

21

21

































 ppnn

nn

p

pp

nnnn
 　

SS

S
分布 

ここに、
S は群 の共分散行列である。 

３群以上の判別には以下の判別関数を考え、 z が最大になる群 に属するものと判定する。 




 PCz tt log
2

1 11   mSmmxS  

但し、 C は群 を他の群と間違えた場合の損失である。上で与えた 2 群の場合の判別関数はこ

の判別関数を用いて、 21 zzz  として求めることができる。 

具体的な判別分析画面を図 3.1 に示す。データの形式は、先頭列で群分けする場合と最初から

群分けされている場合が扱える。但し後者の場合、予め群の数を入力しておかなければならない。

各群の生起確率や誤判別損失の値は、オプションボタンの「指定する」を選び、テキストボック

ス内に値をカンマ区切りで入力することによって、自由に設定することができる。但し、確率の

値は合計が 1 になることが必要であるので、無限小数の場合は 1/3 のように、分数で入力する。

また 2 群の判別の場合、「等共分散の検定」で等共分散性を調べることができる。 

図 3.2 に「等共分散の検定」の出力結果を示す。図 3.3 と図 3.4 に 2 群の判別分析と判別得点の

出力結果を示す。判定は判別得点を判別の分点と比較して決定される。比較のために同じデータ

を用いて 3 群以上の判別のプログラムを実行した出力結果が図 3.5 と図 3.6 である。本来は 3 群以

上で利用すべきであるが、2 群の判別で用いても問題はない。 
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４章 主成分分析 

 主成分分析は、変数の 1 次結合により、新しい

意味付けのできる特徴的な変数を作り出すことを

目的としている。この新しい変数を主成分と呼ぶ。

主成分分析のデータ形式は表 4.1 で与えられる。 

 我々は新しい変数として以下の1次式を考える。 

 



p

i
ii xuy

1
  

特徴的な変数とは、データの変化に最も敏感であることと考え、係数 iu は変数 y の不偏分散
2s が

 
図 3.1 判別分析画面 

 
図 3.2 等共分散の検定 

図 3.3 判別分析実行画面（2 群形式） 

 
図 3.4 判別得点（2 群形式） 

図 3.5 判別分析実行画面（3 群以上形式）
 

図 3.6 判別得点（3 群以上形式） 

表 4.1 主成分分析のデータ 

変数 1 変数 2 … 変数 p 

11x  21x  … 1px  

12x  22x  … 2px  

： ： … ： 

nx1  nx2  … pnx  
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最大になるように求める。但し、スケールの自由度を無くすため係数に 1uut
の制約を付ける。

ここにu は成分が iu の縦ベクトルである。 

不偏分散
2s は係数ベクトルu と共分散行列S を用いて以下のように与えられる。 

 uSut
n

yy
n

s 


 
1

22 )(
1

1


 ， 







n

jjiiij xxxx
n 1

))((
1

1
)(


S  

この制約付き最大化問題は、Lagrange の未定定数法を用いて以下の量 L の極値問題となり、解

は行列S の固有方程式で与えられる。 

 )1(  uuuSu ttL    →  uSu   

この最大固有値に対する固有ベクトルu を用いて作られた変数 y を第 1 主成分といい、順次固

有値の大きい方から第 2 主成分、第 3 主成分と呼ぶ。一般に p 変数の場合、第 p 主成分まで選ぶ

ことができる。 

係数 iu は変数の平均や分散から影響を受けるので、変数を標準化して分析を実行する場合も多

い。この場合固有方程式は相関行列R を用いて上と同様に与えられる。 

 uRu   

正規化された固有ベクトルを求めることは、線形変換における座標回転の角度を決めることを

意味する。即ち、主成分分析は、座標回転によって最も分散の大きな主軸を選び、さらにその主

軸に直交し、分散が最大になるような軸を次々と定めてゆく方法である。 

これらの固有方程式の第 a 固有値 a に対する固有ベクトル
au の成分を以下のように表わす。 

)( 21
a
p

aaat uuu u  

固有値 a は第 a 主成分の分散を表わすことが知られている。このことから、全分散
2s に対す

る第 a 主成分の分散の割合 ac は以下で与えられ、寄与率と呼ばれる。 

i

p

i
aac 

1
  

 因子負荷量 air は第 a 主成分と変数 i の相関係数として与えられるが、これは共分散行列と相関

行列を元にした場合に分けて、それぞれ以下のような形に表わされる。 

 
i

a
ia

ai s

u
r


  （共分散行列から）， 

a
iaai ur   （相関行列から） 

ここで
2
is は変数 i の不偏分散である。 

主成分得点
ay は個体毎の第 a 主成分の値として以下のように定義される。 

 



p

i
i

a
i

a xuy
1

  

主成分分析において主成分を区別するためには、その固有値の大きさに差がなければならない。

そこで固有値を r  21 とした場合、大きいほうから r 個だけ値が異なり、残りは
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prr    21 となるかどうかの Anderson による sphericity の検定を行なう。この検定に

は以下の性質が利用される。 

 
2

2)2)(1(
11

2 ~)(log)(log 










  rprp

p

ra
a

p

ra
a rprpnn  分布 

実際の主成分分析のメニュー画面を図 4.1 に与える。主成分分析は、表 4.1 に与えたデータの形

から実行する場合に加え、それを集計した共分散行列や相関行列から実行する場合も想定される。

それ故データの形式としてこれら３つの場合が含まれている。等固有値の検定にはデータ数も必

要になることから、集計結果からの計算ではデータ数を入力する必要もある。計算を実行するモ

デルには、通常のデータから計算する「共分散行列から」と標準化されたデータから計算する「相

関行列から」の 2 種類がある。勿論、データ形式で相関行列を選んだ場合は共分散行列からの計

算はできない。 

 計算結果の表示としては「共分散行列」や「相関行列」も必要と思われるので加えてある。主

成分分析は「主成分分析」ボタンで実行され、出力例は、図 4.2 に示される。 

等固有値の検定結果は図 4.3 に示される。ここに表示された第 i 主成分の
2 値は、固有値を大

きさの順番に並べた場合、第 i 主成分以降の固有値がすべて等しいとみなせるかどうかの検定値

であり、等固有値確率はその確率値を表わす。それゆえ等固有確率が有意水準より大きい主成分

以降が利用に適さないことを示している。極端な例として、第 1 主成分の等固有値確率が有意水

準より小さい場合、主成分分析自体があまり意味を持たない。 

「主成分得点」の出力は各主成分毎に図 4.4 に与えられ､２つの主成分に関する主成分得点の散

布図は図 4.5 に与えられる。これによって主成分で見た場合の個体の類似度を把握することが容

易となる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

図 4.1 主成分分析のメニュー 

 
図 4.2 主成分分析出力結果 
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５章 数量化理論 

 数量化理論はカテゴリデータを用いる分析で、各カテゴリに数値を与えてデータを数量化し、

その構造や特徴を探る手法である。今回のプログラムでは数量化Ⅰ類からⅢ類まで分析に組み込

んだ。数量化Ⅰ類は、目的変数をカテゴリデータから推測する手法で、量的データの重回帰分析

に相当する。数量化Ⅱ類はカテゴリデータに関する線形判別関数を定義し、個体を分類すること

が狙いであり、判別分析に相当する。数量化Ⅲ類は 0/1 データによる主成分分析に類似の分析法

である。 

5.1 数量化Ⅰ類 

数量化Ⅰ類の変数は目的変数とアイテム毎に複数個含まれるカテゴリ変数からなる。データの

基本的な形は表 5.1.1 に示される。カテゴリデータは各アイテム中の１つのカテゴリを選択するよ

うになっており、選択された値が 1 で、他の値が 0 であるように定められている。これはデータ

の一般的な書式 ijx を用いて以下のように表わすこともできる。 

 }1,0{ijx ， 1
1




ir

j
ijx   

表 5.1.1 数量化Ⅰ類のデータ 

目的変数 
アイテム 1  アイテム p 

カテゴリ 1 … カテゴリ r1 … カテゴリ 1 … カテゴリ rp 

1y  111x  … 11 1r
x  … 11px  … 1pprx  

2y  112x  … 21 1r
x  … 12px  … 2pprx  

： ：  ：  ：  ： 

 
図 4.3 等固有値の検定結果 

 
図 4.5 主成分得点散布図 

図 4.4 主成分得点出力結果 
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ny  nx11  … nrx
11  … npx 1  … nprp

x  

目的変数は第 2 アイテム以降の第 1 カテゴリを除いた、以下の式で予測される。 

 
 


p

i

r

j
ijij

r

j
jj

i

xaxaY
2 21

11 ˆˆ
1

  

ここに、係数 ijâ は以下の残差変動 EV を最小化するように求める。残差変動 EV の係数 ijâ に

ついての微係数を 0 として、以下の解を得る。 





n

YyEV
1

2)(


   →  XyXXa tt 1)(ˆ   

ここに、各行列やベクトルは以下のように定義されるが、第 2 アイテム以降の第 1 カテゴリを外

しているのは、行列 XXt
の正則性を失わせないためである。 

)ˆˆˆˆˆˆ(ˆ 2222111 21 pprprr
t aaaaaa a  

)( 21 n
t yyy y  























nprnpnrnnrn

prprr

prprr

p

p

p

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx









2222111

2222222221112

1211222111111

21

21

21

X  

さて、係数 ijâ について第 1 カテゴリがないことに違和感を感じる場合は、以下のような基準化

された係数 ija （ pi ,,2,1  ， irj ,,2,1  ）を導入する。 





ir

k
ikikijij xaaa

1

~~
，



 


elsea

ji
a

ij
ij ˆ

1,10~  

ここに、 ikx はアイテム i、カテゴリ k に関するデータの平均である。パラメータ ija~ をカテゴリ

ウェイト、 ija を基準化されたカテゴリウェイトという。 

 基準化されたカテゴリウェイト ija を用いて予測値は以下の形で与えられる。 


 


p

i

r

j
ijij

i

xayY
1 1

  

 分析の寄与率
2R と重相関係数 R は、以下のように全変動 SV に占める、回帰変動 RV の割合

とその平方根で与えられる。 

 RVEVyYYyyySV
nnn

 
 1

2

1

2

1

2 )()()(








  

 SVRVR 2
， SVRVR   

各アイテムと目的変数の共分散行列 yyiyij sss ,, を以下で定義する。 
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 






n

jjiiij XXXX
n

s
1

))((
1

1


 ， 







n

iiiy yyXX
n

s
1

))((
1

1


 ， 

 






n

yy yy
n

s
1

2)(
1

1


  

ここに、アイテム i の予測値 iX 及びその平均 iX は以下で与えられる。 

 



ir

j
ijiji xaX

1

~
 ， 




n

ii X
n

X
1

1


  

上で定義した共分散行列を用いた相関行列R の逆行列
1R の成分

yyiyij rrr ,, から、アイテム i

と目的変数との偏相関係数 iyr~ は以下のように求められる。 

yyiiiy
iy rrrr ~  

実際の分析メニュー画面は図 5.1.1 に与える。入力にはアイテム毎にカテゴリ名が記されている

ものとアイテム内をカテゴリ数に分け 0/1 で回答を表わしたものの 2 種類のデータが利用できる。

もちろん 0/1 で表わされたデータには、アイテム毎のカテゴリ数を与える必要があり、テキスト

ボックス内にカンマ区切りで入力する。コマンドボタン「0/1 型への変換」ではカテゴリ名データ

からもう１つの入力型である 0/1 型データに変換する。出力結果を図 5.1.2 に示す。 

カテゴリウェイトと基準化されたカテゴリウェイトの値はコマンドボタン「カテゴリウェイ

ト」をクリックすることによって得られる。また、これらの値による予測値から得られる重相関

係数と寄与率も与えられる。出力画面は図 5.1.3 に示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 5.1.1 数量化Ⅰ類メニュー画面 

 
図 5.1.2 0/1 型データへの変換 

 
図 5.1.3 カテゴリウェイト 

 
図 5.1.4 相関と偏相関 
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目的変数とアイテム間の相関行列、目的変数とアイテム間の偏相関係数及び、個体毎のアイテ

ムの予測値は「相関/偏相関」ボタンで得られ、図 5.1.4 にその出力結果を示す。目的変数に対す

る予測値と残差は「予測値と残差」ボタンで図 5.1.5 のように与えられ、その「散布図」を図 5.1.6

に示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.2 数量化Ⅱ類 

カテゴリデータで群分類を行なう数量化Ⅱ類は、群の数を m、群 のデータ数を n 、アイテ

ム数を p、アイテム i のカテゴリ数を ir として、表 5.2.1 のデータ形式を元にする。 

表 5.2.1 数量化Ⅱ類のデータ 

 
アイテム 1  アイテム p 

カテゴリ 1 … カテゴリ r1 … カテゴリ 1 … カテゴリ rp 

群 1 

1
111x  …

1
11 1r

x   
1

11px  …
1

1pprx  

：  ： … ：  ： 
1
11 1nx  …

1
1 11nrx   

1
1 1npx  …

1

1nprp
x  

： ：  ：  ：  ： 

群 m 

mx111  …
m
rx 11 1

  
m
px 11  …

m
prp

x 1  

：  ： … ：  ： 
m

nm
x11  …

m
nr m

x
11   

m
np m

x 1  …
m

npr mp
x  

 

一般にデータを }1,0{
ijx の形で表わすと、 ( m,,2,1  ) は群、  ( n,,2,1  ) は個体、

i ( p,,2,1  ) はアイテム、 j ( ir,,2,1  ) はアイテム毎のカテゴリである。各変数には次の

関係がある。 

1
1




ir

j
ijx ， px

p

i

r

j
ij

i


 1 1


  

判別関数は係数 ijâ ),,2,,,1( irjpi   を用いて以下のように与えられる。 

 
図 5.1.5 予測値と残差 

 
図 5.1.6 予測値と実測値の散布図 
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
 


m

i

r

j
ijij

i

xay
1 2

ˆ 



  

この係数を求めるために、群間の分散
2
Bs と全分散

2s を以下のように定義し、群間の分散の比率

である分散比
222 ssB を最大化することを考える。 








m

B yyn
n

s
1

22 )(
1

1




 ， 

 





m n

yy
n

s
1 1

22 )(
1

1

 






 

ここに、
y は群 における判別関数値の平均で、 y は判別関数値の全平均である。 

 準備として、表 5.2.1 から各アイテムの第 1 カテゴリを除いたデータについて、以下のような行

列を定義しておく。 































m
npr

m
np

m
n

m
n

m
pr

m
p

mm

nprnprn

prpr

mpmmm

p

p

p

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx















21212

121121121

11
2

1
11

1
12

1
1

1
21

1
11

1
121

1111

1

X  

m

m
pr

m
p

mm

m
pr

m
p

mm

prpr

prpr

B

n

n

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

p

p

p

p













































 















1

21212

21212

11
2

1
1

1
12

11
2

1
1

1
12

1

1

X  

n

xxxx

xxxx

p

p

prpr

prpr
































2112

2112

1

1

X  

ここに、n はすべての群のデータ数の合計である。 

 分散比
2 の ijâ についての微係数を 0 とすると解くべき方程式は以下となる。 

0ˆ)( 2  aSS B  

ここに、 â ，S ， BS は上で定義した行列 X ， BX ， X を用いて以下で与えられる。 

)ˆˆˆˆ(ˆ 2112 1 pprpr
t aaaa a ， 
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))(( XXXXS t
， ))(( XXXXS  BB

t
B  

これを解くために、行列S を下三角行列F を用いて FFS t のように表わし、 aFu ˆt とする

と以下の固有方程式を得る。 

 uuFSF 211 )(  t
B  

最大固有値
2 に対する固有ベクトルu を用いて、係数ベクトル â は以下のように与えられる。 

uFa 1ˆ t
 

係数ベクトル â は各アイテムの第 1 カテゴリを除いたものであるので、以下のような基準化さ

れた係数 ija ),,2,1,,,1( irjpi   も計算しておく。 

 



ir

k
ikikijij xaaa

1

~~
， 









1ˆ

10~
ja

j
a

ij
ij  

ここに、 ikx はアイテム i、カテゴリ k におけるデータの平均である。係数 ija~ をカテゴリウェイ

ト、 ija を基準化されたカテゴリウェイトという。 

 基準化されたカテゴリウェイトを用いると、判別関数値は以下のように与えられる。 

 
 


p

i

r

j
ijij

a
p

xayy
1 1


  

アイテムと判別関数間の相関係数を次のように与える。 

jjiiijij sssr  ， yyiiiyiy sssr   

ここに、アイテムと判別関数間の共分散 ijs ， iys ， yys は以下のように定義される。 


 





m n

jjiiij xxxx
n

s
1 1

))((
1

1

 









， 
 





m n

iiiy yyxx
n

s
1 1

))((
1

1

 






， 








m

yy yyn
n

s
1

2)(
1

1




  

但し、 



ir

j
ijiji xax

1

ˆ 



 ， 

 


m n

ii x
n

x
1 1

1

 






， 













n

y
n

y
1

1
， 




m

yn
n

y
1

1




 である。 

 アイテム i と判別関数との偏相関係数 iyr~ は、上の相関係数を用いた相関行列R の逆行列
1R

の成分
yyiyij rrr ,, を用いて、以下のように

与えられる。 

yyiiiy
iy rrrr ~  

数量化Ⅱ類のメニュー画面を図 5.2.1 に示

す。データは先頭列で群分けを行なう場合と

既に群別になっている場合が取り扱えるが、

群別データからの場合は群の数を入力する

 
図 5.2.1 数量化Ⅱ類分析画面 
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必要がある。データの形式は各アイテムについてカテゴリ名を与える場合とカテゴリが既に 0/1

データとして分けられている場合があるが、0/1 データの場合各アイテム毎のカテゴリ数をカンマ

区切りで入力しなければならない。 

「カテゴリウェイト」コマンドボタンをクリックした結果は図 5.2.2 に与えられる。ここではカ

テゴリウェイトと基準化されたカテゴリウェイトが表示される。「相関/偏相関」コマンドボタン

の結果は、図 5.2.3 に示される。ここでは、相関行列とそれを元に計算される偏相関係数及び各ア

イテム毎のカテゴリウェイトの最大と最小の差である範囲を表示する。図 5.2.4 は「判別得点」を

クリックした場合の結果を表わしている。各個体が元々所属する群とその個体の数量化された値

が示される。判別の助けとなるように各群の判別得点の平均も示されている。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.3 数量化Ⅲ類 

数量化Ⅲ類はカテゴリと個体にそれぞ

れ数値を与えて、特徴的な量を作りだし、

データの持つ構造を解明しようとするも

のである。データの形式は表 5.3.1 で与え

られる。 

個々のデータはカテゴリに反応した場

合 1、反応しない場合は 0で与えられる。 

}1,0{ix   

ここに、i はカテゴリ、 は個体を表わす。 

カテゴリと個体に対して特徴的な係数 iu と v を得るために、まず以下のような iu と v の分散

と共分散を考える。 





p

i
iiu uum

T
s

1

22 )(
1

， 



n

v vvn
T

s
1

22 )(
1


 ， 

 


p

i

n

iiuv vvuux
T

s
1 1

))((
1


  

表 5.3.1 数量化Ⅲ類のデータ 

カテゴリ 1 カテゴリ 2 … カテゴリ p 

11x  21x  … 1px  

12x  22x  … 2px  

： ：  ： 

nx1  nx2  … pnx  

図 5.2.2 カテゴリウェイトと基準化されたカテゴリウェイト 

図 5.2.3 アイテムの相関係数と偏相関係数
 

図 5.2.4 判別得点 
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ここに、 im ， n ，T 及び、u ， v は以下のように定義される。 
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


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v
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1


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これからカテゴリと個体の相関係数を )( vuuv sss と表わし、この相関係数を最大にする係

数 iu と v を求める。但し、相関係数に関して係数 iu ， v には定数を加減する任意性があること

から、 0u ， 0v となるものを選ぶことにする。 

 これから相関係数の iu ， v に関する微係数を 0 として、以下の式が導かれる。 

 
 


n

ii

p

j

n

jji uxuxx
n 1

2

1 1

1









     (1) 

 



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v ux
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s
v

1

11



 

     (2) 

(2) 式とパラメータ v のスケールの自由度を用いて、 v について以下のように決める。 

 



p

i
ii ux

n
v

1

1



 

 

 また、以下の定義を用いると､ 

iiii umz )(z ， 



n

ji

ji

ijij xx
nmm

c
1

11
)(






C ， 

(1) 式は以下のように表わされる。 

zCz 2       (3) 

この固有方程式は 12  ， 1iz の解を持つことが知られているが、これは 0u を満たさ

ないので、1 以外の固有値
2 の固有ベクトルを求める必要がある。これらの固有ベクトルは

0u ， 0v を満たすことが証明できる。ここで、固有ベクトル z に対して 1zzt
の規格化

を行なうと、パラメータ iu と v については以下の規格化となる。 

 1
1

2 


p

i
iium ， 1

1

2 


n

vn


  

(3) 式の固有値 )1(a に対する固有ベクトルを )( 21
a
p

aaat zzz z として、係数
a
iu

と
av についてその表式をまとめておく。 

 i
a
i

a
i mzu  ， 




p

i

a
ii

a

a ux
n

v
1

1



 

 

ここに、
a
iu をカテゴリウェイト、

av を個体ウェイトと呼ぶ。 
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 このカテゴリウェイトと個体ウェイトを用いてカテゴリ得点
a
iy と個体得点

aw をそれぞれ以

下のように定義する。 

 



n

a
i

a
i vxy

1
 ， 




p

i

a
ii

a uxw
1

  

実際の分析画面を図 5.3.1 に示す。表示されるものは

係数
a
iu の値を示す「カテゴリウェイト」、その値を用

いた「カテゴリ得点」、係数
av の値を示す「個体ウェ

イト」及び「個体得点」である。また、カテゴリ得点

や個体得点を視覚化して分類に役立てるために、２つ

の固有値に対する固有ベクトル（次元）を選んで表示

する「散布図」も加えた。 

図 5.3.2 にカテゴリウェイトの出力結果を図 5.3.3 に

カテゴリ得点の出力結果を示す。ここでは、参考のた

めに、通常表示しない 12   に対する固有ベクトル

から導かれる値を第 0 次元として表示している。個体

ウェイトと個体得点については表示形式が同じなので省略する。また、散布図については図 5.3.4

に示す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

６章 おわりに 

今回は多変量解析を中心にプログラムを作成してきたが、手法が完全に固まっている点で独自

性を打ち出すことはなかなか難しい。特に多くの統計ソフトウェアが作られている今、個々のプ

ログラム自体に価値を見出すことはできないため、統合ソフトウェアとしてのバランスが重要に

なる。基本的に初心者を対象としているため、1 分析１画面とすることを条件としてプログラム

 

図 5.3.1 数量化Ⅲ類メニュー 

図 5.3.2 カテゴリウェイト 

 
図 5.3.3 カテゴリ得点 

 
図 5.3.4 カテゴリ得点による散布図 
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化を行った。それ故、必要と思われる機能を省くこともあったし、著者の都合で作り得なかった

ものもあった。ここでは分析ごとに問題点を考えてみる。 

重回帰分析の大きな問題点は最良回帰式の決定手法が含まれていないことである。今後必要に

応じて、変数増加法、変数減少法、変数増減法等を加えることになろう。また、残差の図的表示

機能などで一般的な統計ソフトウェアに比べて機能が劣っている。 

判別分析では等分散性が保証されない場合の 2 次判別関数やその判別得点も、今後の予定とし

てコマンドボタンだけが表示されている。また、多次元の判別については触れられていない。こ

れらの点は今後の課題である。 

主成分分析については、授業に利用する上で特に気掛かりな点はないが、散布図についてデー

タが、お互いに重なった場合や軸と重なった場合にはラベルが大変見にくくなる。これを是正す

る機能も考えなければならない。 

数量化Ⅰ類についても機能的に余り不足を感じることはない。ただ、分析実行中の逆行列の計

算では正則でない場合もあり、その原因として誤差の可能性も完全には捨てきれず、多少不安が

残る。この辺りの頑健性はその他の分析でも問題となるので、今後の重要な課題であろう。 

数量化Ⅱ類には多次元の数量化を加えていない。判別は複数次元で行なわれることもあるので、

判別分析と同様今後考える必要がある。 

数量化Ⅲ類では、ある 1 例で固有値 1 が 2 つ現れている場合があり、その際に Jacobi 法を用い

て求めた固有値の出現順序に問題が生じた。後にこれは行列が完全に２つの小行列に分離される

ことが原因であると分かったが、我々は用心のために、第 0 次元として固有値 1 の固有ベクトル

も表示させることにした。 

このプログラムは主に文献 6) から 9) を参考にしている。中でも主な理論は 6) と 7) 、プログ

ラムの構成や理論的補足は 9) から学んだところが大きい。ここに感謝の意を表わす。 
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